Espacio de palabras ciclicas y
estructura de bidlgebra de Lie

Ana Gonzdilez de los Santos
Orientador: Miguel Paternain

abril de 2006

Tesis de maestria

Maestria en Matematica
Universidad de la Reptublica
Montevideo - Uruguay.

Y

e



FEspacio de palabras ciclicas y
estructura de bidlgebra de Lie

Ana Gonzilez de los Santos
Centro de Matematica, Facultad de Ciencias.
ana@cmat.edu.uy

Orientador: Miguel Paternain

Centro de Matematica, Facultad de Ciencias.
miguel@cmat.edu.uy

3 de mayo de 2006

Tesis de maestria

Maestria en Matematica
Universidad de la Reptblica
Montevideo - Uruguay.



Resumen-Abstract

Resumen

Este trabajo trata de estudiar la estructura algebraica del espacio de clases libres de
homotopia de curvas sobre una superficie y del espacio de las palabras ciclicas.

En el primer capitulo se da la definicion de bidlgebras de Lie y se presentan algunos
ejemplos de ellas. El segundo capitulo se define el espacio de curvas sobre una superficie y
se demuestra que dicho espacio tiene estructura de bidlgebra de Lie involutiva. El tercer
capitulo esta dedicado a definir el espacio de las palabras ciclicas V, los mapas corchete de
Lie []: V®V — Vy cocorchete de Lie § : V— V® V. En el capitulo cuarto se establece
una correspondencia entre los dos espacios anteriormente mencionados. Finalmente en el
ultimo capitulo se demuestra de forma combinatoria que el espacio de las palabras ciclicas
tiene estructura de algebra de Lie y codlgebra de Lie y se muestra que existe una biyeccion
entre el espacio de las palabras ciclicas y el espacio de curvas sobre una superficie que
respeta las estructuras algebraicas mencionadas.

La principal referencia bibliografica es el articulo “ Combinatorial Lie bialgebras of
curves on surfaces ” escrito por Moira Chas. [1]

Abstract

The purpose of this work is to study the algebraic structure of the vector space of
cyclic words and the space of free homotopy classes of curves on surfaces.

In the first chapter we give some basic notions concerning Lie bialgebras and present
some examples. In the second chapter following Goldman and Turaev we define the space
of free homotopy classes of curves on surfaces. We prove that this space has the structure
of an involutive Lie bialgebra. The third chapter is dedicated following M. Chas to define
the vector space of cyclic words V, the Lie bracket [ ] : V®V — V and the Lie cobracket
0:V —V®V. In the next chapter we present a one-to-one correspondence between the
spaces already mentioned. Finally, in the last chapter, we give a direct proof of the fact that
the vector space of cyclic words has Lie algebra and Lie coalgebra structure. Following M.
Chas, we show that there exists a one-to-one map between the spaces already mentioned.
This correspondence preserves the spaces’ algebraic structures.

The main bibliographic reference for this work is the article “ Combinatorial Lie
bialgebras of curves on surfaces ” written by Moira Chas. [1]
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Introduccién

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la estructura algebraica del espacio
de las palabras ciclicas y del espacio de clases de homotopia libre de curvas sobre una
superficie, utilizando para ello diferentes herramientas. Por un lado se demuestra que el
espacio de curvas sobre una superficie tiene estructura de biagebra de Lie, utilizando para
ello herramientas topolédgicas y de geometria, siguiendo las presentaciones de Goldman y
Turaev. Por otro lado M. Chas [1] defini6 el espacio de las palabras ciclicas y probé que
hay un isomorfismo entre ambas estructuras. En este trabajo ademés de exponer las ideas
de M. Chas incluimos un abordaje combinatorio directo para el estudio del espacio de las
palabras ciclicas.

William Goldman en el trabajo “ Invariant functions on Lie groups and Hamiltonian
flows of surface group representation ” demostro que el espacio de curvas sobre una super-
ficie tiene estructura de dlgebra de Lie (ver [3]). Posteriormente Vladimir G. Turaev en el
trabajo “ Skein quantization of Poisson algebras of loops on surfaces ” prob6 que el mis-
mo espacio de Goldman tiene estructura de bidlgebra de Lie (ver [10]). Finalmente Moira
Chas en el trabajo anteriormente mencionado definié un espacio, el cual llamé espacio de
palabras ciclicas V y dos funciones, corchete [, | : V&V — V y cocorchete § : V— VRV,
demostrando que dada una superficie compacta orientable con borde y con caracteristica
de Euler 1 — n existe una biyeccion entre el espacio de las curvas sobre esta superficie
y un espacio de palabras ciclicas V generado por n elementos y que esta biyeccién hace
correponder los mapas corchete y cocorchete de V con los mapas corchete de Lie <, >
y cocorchete de Lie A del espacio de curvas sobre la superficie. De donde deduce que el
espacio de las palabras ciclicas V tiene estructura de biadlgebra de Lie.

Para finalizar con esta introduccién, veamos el contenido de este trabajo. En el primer
capitulo daremos las definiciones de algbra, codlgebra y biadlgebra de Lie y presentaremos
algunos ejemplos de biadlgebras de Lie.

En el siguiente capitulo definiremos el espacio de curvas sobre una supeficie y proba-
remos que dicho espacio tiene estructura de bidlgebra de Lie involutiva.
En el capitulo tres definiremos el espacio de las palabras ciclicas V, los mapas corchete

de Lie []: V®V — V y cocorchete de Lie 6 : V—->V®V.

En el capitulo cuatro veremos que a una superficie le podemos asociar un alfabeto
y luego probaremos que existe una correspondencia uno a uno entre los puntos de au-
tointerseccion de curvas en la superficie y los pares ligados de la palabra correspondiente
(definidos en la seccién uno del capitulo tres) y entre los puntos de corte de dos curvas
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6 INTRODUCCION

sobre la superficie y los pares de pares ligados correspondientes a las palabras asociadas.
Demostraremos que el espacio de las palabras ciclicas junto con los mapas corchete y
cocorchete tiene estructura de algebra de Lie y de coalgebra de Lie.

En el dltimo capitulo, utilizando un abordaje combinatorio directo, probaremos que
el espacio de las palabras ciclicas tiene estructura de algebra de Lie y de coalgebra de
Lie. Ademaés veremos existe un mapa biyectivo entre el espacio de las curvas sobre una
superficie compacta orientable con borde y un espacio de palabras ciclicas y probaremos
que dicha biyeccién respeta las estructuras algebraicas existentes en cada espacio. Con-
cluyendo, finalmente que estos espacios de palabras ciclicas tienen estructura de bidlgebra
de Lie involutiva.



CAP{TULO 1
Bialgebras de Lie

Este capitulo se divide en dos secciones. En la primera seccion se introducen los con-
ceptos de dlgebra de Lie, codlgebra de Lie y bidlgebra de Lie, también se da la nocion de
bidlgebra de Lie involutiva vy en la segunda seccién se dan ejemplos de bialgebras de Lie.
Una presentacién més detallada de estos temas se puede encontrar en [8].

En todo el capitulo k es un anillo conmutativo.

1. Bialgebras de Lie

Sea A un k-mdédulo, consideremos los mapas
STARA-ARA v e ARARA - ARARA

por
szy)=y®zr vy c(rQyRz2)=201rRyY.

DEFINICION 1.1. Un digebra de Lie sobre k es un k-médulo A provisto de un morfismo
lineal [, ]: A® A — A llamado corchete de Lie que verifica:

1) Antisimetria: [, Jos=—[, ].
2) Condicién de Jacobi: [, o (id® [, ])o (id+¢e+¢e%) =0.

DEFINICION 1.2. Un morfismo de dlgebras de Lie es un mapa lineal ¢ : A — B que
verifica

V([u,v]) = [9(u),d(v)] para todo u,v € A.

OBSERVACION 1.1. Si A es un dlgebra asociativa, podemos darle estructura de dlgebra
de Lie definiendo el corchete de Lie como:

[u,v] = uv —vu para todos u,v € A.

A este corchete se lo llama conmutador de A.
NOTACION : Apie = (A,[, ]), donde [, ] es el conmutador de A.

Dualizando esta construccion tenemos el concepto de codlgebra de Lie.

DEFINICION 1.3. Una codlgebra de Lie sobre k es un k-médulo C' provisto de un
morfismo lineal § : C' — C' ® C' llamado cocorchete de Lie que verifica:

1) Coantisimetria: s o § = —0.
2) Condicién de co-Jacobi: (id + e +?) o (id® ) o = 0.
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8 1. BIALGEBRAS DE LIE

DEFINICION 1.4. Una bidlgebra de Lie es una terna (B,[ , ],d) donde (B,[, ]) es
un algebra de Lie, (B,0) es una codlgebra de Lie y § es un 1-ciclo respecto a la accién
diagonal de B en B ® B, es decir que J verifica:

([u,v]) =u-0(v) —v-6(u) Vu,veB
en que u- (VR w) = [u,v] ®w+u® [v,w] para todos u,v,w € B.
DEFINICION 1.5. Una bidlgebra de Lie es involutiva si verifica que [, Jod = 0.

PROPOSICION 1.1. Sea (B, [, |,0) una bidlgebra de Lie de dimension finita. Entonces
B* tiene estructura de bidlgebra de Lie, definiendo los mapas corchete y cocorchete como:

[,|":B*®B*— By ¢ :B"— B"® B".
[0, ¢]"(z) = (0 @) (6(z))  0°(d)(z ®y) = o([z,y])

2. Ejemplos de biadlgebras de Lie

EJEMPLO 2.1. Sea by = (H, X) el C-espacio vectorial generado por H y X.
Definimos el mapa [, | : by ® by — by lineal y antisimétrico tal que [H, X] = 2X
y el mapa § : by — by ® by lineal y coantisimétrico tal que §(H) =0y
§(X)=3(X®@H — H®X). Entonces es (b, [, ],0) una bidlgebra de Lie.

(1) Condicion de Jacobi:

(X, [X, H]| + [X,[H, X]]| + [H, [X, X]] = [X, —2X] + [X, 2X]
=0,

[H,[X,H]|| + [X,[H, H]| + [H,[H, X]| = [H,—2X] + [H, 2X]
= —4X +4X
= 0.

(i) Condicion de co-Jacobi:
(id+e+¢e*)o(id®8)od(H) =0
1
(id+e+¢e*)o(id®d)od(X) = §(z'd+5+52)(z'd<zz>5)(X®H—H@X)
1
= 5(z‘d+g+52)(X®5(H) — H®4X))

1
:—ﬂm+meH®X®H—H®H®K
—HX®H-HIHQX+XQH®H
~HRXQH+HRIHRX - X®H®H
=0.



2. EJEMPLOS DE BIALGEBRAS DE LIE 9
(1ii) Compatibilidad:
o([H, X]) = 6(2X)
“X9oH-H®X,

H-cS(X)—X-cS(H):H-(%(X@)H—H@X))
1
T2

1
=;2X© H - H®2X)
=X®H-H®X.
Entonces 0([H, X]) = H - §(X) — X - §(H).

EJEMPLO 2.2. Sea sly = (H, X1 ) el C—espacio vectorial generado por H, X, y X _.
Definimos el mapa [, ] : slo ® sly — sly lineal y antisimétrico tal que [X,, X | = H y
[H, X+] = +£2X, y el mapa ¢ : sl — sly ® sly lineal y coantisimétrico tal que §(H) = 0
y (X)) =1(X,®H—H®X.). Entonces es (sl, [, ],0) una bidlgebra de Lie.

(i) Condicion de Jacobi:
[H,[H,X.]] +[H, [ Xy, X]| + [X+,[H, H]] =0 [idem ejemplo 2.1],
(X, [H, Xa]] + [H, [Xo, Xo]] + [ X, (X, H] =0

(H,X]® H+ X ®[H H) - [H H®X —H[H X]

[idem ejemplo 2.1],

(X, [H, X+ [H, (X X ]+ (X0 [ X H) = (X, —2X [+ [H - H] + [X, —2X ]

=—2H +2H
=0,

(X [ X, XU+ (X X X )+ (X (X XL ] = [X H] 4+ [Xy, —H]
— _2X,2X,
=0,

XX X 4 X (X X+ (X, (X, X)) = (X, —H) + (X, ]
= —2X_+2X_
= 0.

(13) Condicion de co-Jacobi:
(id+e+¢e*)o(id®8)od(H)=0  [definicién de d],
(id+e+¢e*)o(id®6)od(Xs)=0 [idem ejemplo 2.1].
(i13) Compatibilidad:
o([H, X+])
(X, X )

-0(Xy) — Xy -0(H) [idem ejemlpo 2.1]
d(H)
0



10 1. BIALGEBRAS DE LIE
1
X+ 6(X_> :X+ : i(X_®H—H®X_)

= (X0 X O H+ X_ X, H) - X, Hl e X_ ~ He X, X_])

1
= JHOH+X_®-2X, +2X. ® X_ ~ H ® H)
:—X,®X++X+®X7)

1
1

= (X X @ H+ X, ©[X_ H) ~ [X_ H @ X, — H® [X_, X,))
1
=S(-H@H+X, ®-2X_ +2X @ X, - He—H)

=-X,9X_+X_®X;.

Entonces X+ 5(X,) +X, 5(X+) — (X+ ®X, —X, ®X+) + (X, ®X+ —X+ ®X,) — O
Luego es 0([ X4, X_]) = X4 - (X)) + X_ - 0(X ).

EJEMPLO 2.3. Sea sli = (®, V) el C—espacio vectorial generado por &, ¥, y U_.
Definimos el mapa [, ] : sl ® sl; — sl} lineal y antisimétrico tal que [y, ®] = JU,
y [V, ¥_] =0y el mapa § : sl; — sl ® sl; lineal y coantisimétrico tal que §(¥=+) =
2PV, -V, @P)yi(P) =V, ®@V_—V_@WV,. Entonces es (s}, [, ],0) una bidlgebra
de Lie.

(i) Condicion de Jacobi:

0, [0, 8] + [V, 8, 8]) + [, B, W) = (&, 0] — (&, 504]
=0,
(Wi, [@,UL]] +[@, [y, Ui]] 4 [V, [Vy, P]) = [Py, %\Pﬂ:] + [Py, %\I’ﬁ:]
=0,
@, [0 W)+ [V, [0 B 4+ (0,0, 0, ) = S0 0] — S0
= 0.



2. EJEMPLOS DE BIALGEBRAS DE LIE 11

(13) Condicion de co-Jacobi:

(id+ec+e*)o(id®35)od(P) = (id+e+e*)o(idR§)(V,V_—V¥_®V,)
=(id+e+e) (20, 0V _+2V, ¥ ® o
—2V_ ROV, +20_@ ¥, @ D)
=20, 0@V_+20, @V _@d-2V_@dx VU,
+20_ @V, 030 -2000_ @V, +20_ @0 ¥,
— 20U, U0_+20,00QV0_—2V_@VU,®d
420U, @V_—20, QU_®04+200V_@ U,
=0,

(id+e+e*)o(id®d5)od(Vy) = (id+e+e°)o(id® ) £2(P @V, — ¥, @ D)
=2(id+e+*) (2P PR V. — P ¥, ®@ D)
— VU, V_4+V,. V. _®V,)
=2(R2(P PRV —-PRV,RDP+DPRV,. @D
V. RPRP+ V. PP -PR PR V,)
UV, U _+U, . V. U, -V, V_x U,
+UV U, Uy -V U, U0, +¥, 0, V)
=0.

(1ii) Compatibilidad:

o([¥s, W_]) =0,
U, 00 )=V -5 )=V,  20dV_ -V @)~V -2V, -V, @)
=20, ,P|@V_ —20Q@ [V, U_|+20, ¥V |@P+20_® [V, D]
—20_, Pl @V, —20@ [V_, U |+ 2(V_, U, |@d+20, @ [V_,P]
=20, P|V_+2U_ [V, 0] -20_ 0|V, +2VU, @ [V_, P
=V, QU_ -V U, +0_ U, +V, U_
=0.



12 1. BIALGEBRAS DE LIE
Entonces 0([U,, V_]) =W, -6(V_) —W_.§(V,).

1
S @) = d(5 )
=+PRVL -V, RP),
Uy §(0) = b-6(U) =Wy (U, 00 —W_@W0,)— & (£2d0V, — ¥, @d))
= [, U] Q@U_F+ VU, @ [Vy, V| - [y, U [Q@U, —V_® [Vy, U]
F2[Q, 0] @V + PR [P, VL] - [0, V4] ® P — Uy ® [P, D))
=1(PRVL -V, ® D).
Entonces §([Wy, ®)) = Uy - §(P) — P - 0(Vy).
Otra forma de demostrar que (sl3, [, |,d) es una bidlgebra de Lie es probando
que esta estructura es la dual de (sly, [, ],d) del ejemplo anterior, luego por la
proposicién 1.1 es sl3 una bidlgebra de Lie.

Tenemos que ¢(H) =1, ¥ (Xy) =1y ¥_(X_) =1y el resto son cero.
Veamos que las estructuras son las duales.

(V) (HR®X,) =200y — Y1 @) (HRXy)=2= "¢+([H X4]),
0(¢)(X+ @ X )_(¢+®¢——¢—®¢+)(X+®X—) = ¢(H),

(Ve ® 0)(0X ) = <¢+®¢>< (Xy @ H— H® X)) = = (X2)p(H ):%

— 5¢+(X+) = [V, 9)(X4),

de forma similar se prueba para 1_ y para el resto de los casos es mas facil.
Entonces la estructura es la dual.



CAPITULO 2
Bialgebra de Lie de curvas sobre una superficie

Este capitulo se divide en dos secciones. En la primera seccién definiremos el espacio
de las curvas sobre una superficie y demostraremos que tiene estructura de algebra de
Lie (un estudio més completo de este resultado puede encontrarse en [3]). En la segunda
seccion demostraremos que el espacio de las curvas sobre una superficie tiene estructura
de bidlgebra de Lie. Una descripcion mas detallada de este resultado se puede encontrar
en [10] y [5].

1. Espacio de curvas sobre una superficie, estructura de algebra de Lie

Sea M una superficie orientada, conexa (no necesariamente compacta). Sea m = my (M)
el grupo fundamental y 7 el conjunto de las clases de homotopia libre de las curvas en M.

DEFINICION 1.1. Definimos el espacio de curvas sobre la superficie M como el Z-
moédulo libre con base 7 y lo notamos por Z7.

Si a € 7 y denotamos por |a] su clase de conjugacién, entonces el mapa m — 7 dado
por a — |a| se extiende por aditividad a un morfismo de Z—mddulos | | : Zm — Z7.

Si « es una curva cerrada en M y p € a es un punto simple, es decir si f : ST — M
es una parametrizacién de a entonces f~!(p) es conexo, notamos por a, su clase de ho-
motopia en (M, p).

A continuacién daremos la definicién de indice de interseccion de dos curvas en .
Para dar esta definicién podemos asumir que « y 3 son curvas inmersas en M genéricas,
es decir el mapa a U 8 : ST US! — M es una inmersién con a lo sumo puntos dobles
transversales (ver la definicién 2.9 en el apéndice A).

Notamos por a#( al conjunto de los puntos dobles transversales de «US que corresponden
a la interseccién de « con (3.

DEFINICION 1.2. Dado p € a#3, definimos el indice de interseccion de o'y 3 en p
como:
(i, B) = { 1 si{d(p),B'(p)} es una base positiva de T,,M,
T —1 si{d/(p),B'(p)} es una base negativa de T, M.

OBSERVACION 1.1. Sea p € a#(, entonces son a,f, y Bya, conjugadas, porque
Bpar, = ﬁpapﬁpﬁp_l. En particular tenemos que |Bpa,| = |y,

13



14 2. BIALGEBRA DE LIE DE CURVAS SOBRE UNA SUPERFICIE
DEFINICION 1.3. Sean « y 3 curvas inmersas en M genéricas. Definimos el mapa
[,]:Z7 @ Z7 — L7

dado por
lal, 18l = Y epa. B)lays,,

pEatp
luego lo extendemos linealmente.
LEMA 1.1. Sean f, g € Inm(S, M) inmersiones genéricas homotdpicas en C(S, M).
Entonces existe una familia de inmersiones genéricas fr = f, fa,-.., fr_1, frx = g tales

que f;11 esta relacionada con f; por uno de los siguientes movimientos:
(mq) Nacimiento-muerte de monégonos

(mg) Nacimiento-muerte de bigonos

- — - ~

- ~ ~

SR

Para aplicar los movimientos (m;) al mapa f € Inm(S, M), encontramos j intervalos
Ii,...,I; (1 < j < 3) donde f|; (siendo I = I} UIy--- U I;) es una de las figuras
marcadas por (w;). Reemplazamos f|; por la otra figura, donde f|g\; es fijo. (Los mapas
son inmersiones sobre f(S\I) y no son encajes).

DEMOSTRACION. Sea Inm(S, M); el conjunto de inmersiones f : S — M con una
cantidad finita de puntos dobles transversales y con exactamente una de las siguientes
singularidades:

e punto doble tangencial

e punto triple transversal



1. ESPACIO DE CURVAS SOBRE UNA SUPERFICIE, ESTRUCTURA DE ALGEBRA DE LIE 15

Aplicando resultados de transversalidad tenemos que la codimensién de Inm(S, M), es
uno en Inm(S, M).
Consideremos el conjunto € C C*°(S, M) definido como sigue

C:= {f € C™(S, M) : Aw € M/fls\(ay € Inm(S\{z}, M)o,df (x) = 0y d*f(x) # O}.

Entonces CU Inm(S, M), = C*°(S, M), tiene codimensién uno en C*°(S, M).

Como f, g € C*°(S, M), son homotdpicas, por transversalidad podemos construir una ho-
motopia via una familia genérica en C*°(S, M), es decir una familia F; : S — M que quede
completamente contenida en Inm(S, M)yUC>®(S, M), y cortando a C*°(S, M), transver-
salmente. Esto es posible porque la codimension de C* (S, M)\ (Inm(S, M)oUC>=(S, M);)
es dos en C®(S, M) y C*(S, M) tiene codimensién uno en C*°(S, M). Por lo tanto esta es
una homotopia F; : S — M donde Fy = f, F} = gy tal que F}, € Inm(S, M)UC>(S, M),
para todo 0 < t < 1 y solo para un numero finito de valores de t(t = t1,...,x) es
F, € C*(S, M);. Sobre cada intervalo abierto (¢;,¢;11) esta homotopia esta caracterisada
por una isotopia de M. Cuando F; € C*°(S, M); tenemos tres posibilidades:

i) F; € C. En este caso la homotopia en un entorno del punto singular x € S es una
homotopia entre los mapas:

Ve VAN
Este caso corresponde al caso (myq).

ii) Fy € Inm(S, M), y tiene un punto doble tangencial. En este caso la homotopia
en un entorno de las dos preimagenes del punto doble tangencial se puede ver

COomo ] ) ]

y esto corresponde al caso (ms).
iii) Fy € Inm(S, M); y tiene un punto triple. En este caso la homotopia se puede ver

como
SR -
y esto corresponde al caso (mg).

Finalmente consideremos 0 < &€ < min;—y__j—1(tix1 —t;) ysean fi=f, fu =9y
fi+1 = Ft1+s-

(4



16 2. BIALGEBRA DE LIE DE CURVAS SOBRE UNA SUPERFICIE

A continuacién probaremos que [|a], |3|] solo depende de la clase de homotopia de «
y B

TEOREMA 1.2. Sean a y 8 un par genérico de curvas inmersas en M y sean v y
0 otro de estos pares tales que v es homotopica a o y 0 es homotopica a (3. Entonces

[, B] = [, 6] en Z7.

DEMOSTRACION. Consideremos la variedad de dimensién uno I = S' U S! unién
disjunta de dos circulos y f =a U € Inm(I,M), g=~UJ € Inm(I, M), aplicando el
lema 1.1 el problema se reduce a probar que [|al, |5]] = [|7],|d]] donde aU Sy yU S estan
relacionadas por uno de los tres movimientos (my), (msg) o (ms).

Como (m4) no afecta la interseccién a#f y a ~ vy [ ~ § tenemos que [|al,|5]] =
(171, 161]-

Ahora supongamos que aU 3y v U § estan relacionados por (ms3).

Podemos asumir que a# # 44, porque si a#5 = v#4 es claro que [|«|, |B]] = |7, |0]]-
Entonces existe un par de puntos dobles {p, ¢} en a#f, que aplicando la homotopia se

convierte en un par de puntos dobles {p’, ¢’} en v#d v a#5 — {p,q} = v#0 — {p’, ¢}
Entonces solo hay que ver que pasa en estos pares de puntos. Consideremos un disco
D C M que contiene a estos puntos. En el interior de D podemos encontrar un arco
de p a p’ (respectivamente de ¢ a ¢') que induce un isomorfismo (M, p) = m (M, p)
(respectivamente (M, q) = m (M, q')) que lleva v, B, a v, dy (respectivamente ay, G,
a 7y, 04) correspondientemente. En particular se cumple que |a,0,| = |10y | v |8, =
Vg 0¢|- Ademsds e(p;a, B) = £(p';7,9) v e(g; e, 3) = e(q’;7,9). Entonces es [[af,|5]] =
(7], ]0]]. Veamos algunos de estos casos

B .~~~ B=5-~_g_5s
/ \ , \
! q \ \
o — ¥
\ 4
\ / q /
N /7 N
L__ - -_ -
//‘\ //‘\\
/ \ 4 \
/ \ ! =4 \
[e3 —_— a Y
q ’
\ / \ /
N / \
O‘\\‘/ﬂ

Y S ~--"B8=96

Finalmente supongamos que o U §y v U § estén relacionadas por (ms).
Si a# 5 = v#4d, como antes no hay nada que probar. Supongamos que y#0 = a#5U{p, ¢}
donde p y ¢ son los vérices de un bigono cuyos lados son arcos de v y 9.

- — - -

- ~ ~
/ AN

I~ A® /
! | —= I

g < S8

Ahora 7,0, y 7,40, son homotépicas y £(p; v, ) = —e(q; 7, 0). Entonces [|af, |B]] = [|7],]4]]-
%
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LEMA 1.3. Sean o, B yy curvas cerradas, orientadas e inmersas en M y sean p € a#f3
Y q € a,B,#, entonces

) Siq € sy tememos que |(ayf )yl - |
11) Si q € By tenemos que |(0‘pﬁp)q7q‘ = ’

YqQq)pOp-
BaVa)pp-

~

DEMOSTRACION. i) Hay que ver que (a,0p)q7Y ¥ (7404)pB, son homotépicas.

Como p v ¢ € a podemos descomponer a « en dos curvas «a; y «s tales que
o, = g, donde o comienza en p termina en ¢ y o comienza en ¢ y termina
en p. Entonces tenemos que

(apfp)g = a2fpa1  entonces
(apBp)qVq = afpa1yy ~ aay,0003, [aplicando la obs. 1.1].

Por otro lado tenemos que (7,0 )0, = 017,020, Entonces (a,0,)qvq ~ (Y4Qq)pOp-
Luego es [(p0)q7ql = [(790%)p0p-

ii) Si g € B4, podemos descomponer 3 en dos curvas 3, y (2 tales que 3, = (12,
donde 3; comienza en p y termina en ¢ y 5 comienza en ¢ y termina en p.

Entonces tenemos que
(apBp)q = Pacpfir.
(apBp)qq = Bapfriyg ~ B17vgP204  [aplicando la obs. 1.1].
Por otro lado tenemos que (8,7,)pp = B174020%,. Entonces (a,3,) 474 ~ (B47Yq)pp-
Luego es |(apBy)q7ql = [(Bg7q)ptp-
%
TEOREMA 1.4. (Z7,[,]) es un dlgebra de Lie.

DEMOSTRACION. 1) Condicion de antisimetria: Sea p € a#[3, por la observa-
cién 1.1 a3, y By, son conjugadas en m (M, p), es decir |a,0,| = |Bpal.
Por otro lado e(p;«r, ) = —e(p; B, ) por definicién de indice de interseccion.
Entonces

lal, 18 = > emiaBllabl = = Y epiB,a)Bpe| = ~[16]; |al].

pEQHS pEQHS
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2) Condicion de Jacobi: [, [B]], [Y[] + {1161, 711 [el] + [[l7]; lal], [8]] = 0.

el 181 v =Y e, B)lwbyl. 1]

pEQ#S
= Z e(p; v, B) Z e(q; apBps ) (pBp) g Vgl-
pEa#f q€(aUp)#7)

Notacién : [[|a], |ﬁHp’ h/Hq =e(p; o, Be(q; By, ’7)|(apﬁp)q’7q|'

Dado que ¢ € (o U 3)#~, hay dos posibilidades g € a#v o ¢ € B#.
Supongamos que g € a#y, entonces en el corchete [, a], 5] aparece el sumando
e, 18]1ps [7]lq = e(g; 7, @)eP; Yg, B (Vgq)pBpl-
Este termino se cancela con el sumando [[|7], |a|]4, |81], de [[|7], |e], [5]]-
Aplicando el lema 1.3 tenemos que |(a,0,)qYq| = [(74)p3p|- Por otro lado
e(p; o, B)e(q; By, 7) = (p; v, B)e(q; v, )
= —e(p; . B)e(q: v, @)
= —e(q;7, a)e(p; 140, B)-

Entonces

[[lexl, 18]]ps VMg = =l |ellg, [81]p-
Si g € PB#~v de igual forma se puede ver que [[|a|,|B|]p, |7|]; se cancela con
81, 17 ]]gs lallp-

Entonces tenemos que

(el 181, [T+ 1M, ladl, 181 + B s led) = 0.
G}

2. Espacio de curvas sobre una superficie, estructura de bialgebra de Lie

Sea Z7 el espacio de las curvas sobre una superficie definido en la seccién anterior.
Para una curva no contractible a : S* — M notamos por (), la clase de (a) en 7T C ZT.
Para una curva contractible o definimos (o), = 0 € Z7.

Sea o una curva genérica en Z7. Notamos por #« al conjunto (finito) de sus puntos
dobles {q € a(S") : #a~*(¢) > 1}. En cada punto ¢ € #a « es transversal y los vectores
tangentes a o en ¢ son linealmente independientes. Llamamos a estos vectores wuy, us tal
que el par {uy,us} estd positivamente orientado.

Para i = 1,2 definimos ozf] las curvas que comienzan en ¢ y recorren « en direccién de u;

. 7 . . 1 2
terminando en ¢. Es facil probar que o = agay.
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DEFINICION 2.1. Definimos la transformacién lineal v : Z7 — Z7 @ Z7, como

v(() = 3 ({ab)y ® (2), — (a2), ® (b))

qEH#H

Tenemos que probar que si a y 3 son homotdpicas, entonces es v({a)) = v({3)).
Aplicando el lema 1.1 basta probar esto para a y 3 relacionadas por alguno de los tres
movimientos (mq), (ms) o (mg).

i) Sean av y 5 homotépicas tales que

Entonces por un lado tenemos que v({«)) = 0, porque no hay puntos de autoin-
terseccién. Pero si calculamos v((f)) tenemos que

V(<5>) = <ﬁ;>0 ® <6§>0 - <63>0 ® <ﬁ;>0’

como a ~ [ es 3; ~ 0, tenemos que v((f)) = 0.
ii) Sean ay (3 homotdpicas tales que estan relacionadas por alguno de los siguientes

movimientos
a B o B [eY B a B8
P p
VoV ; VoV ; S ; Y%
a a q

(ma2,1) (ma2,2) (ma2,3) (m3)

Entonces tenemos que v({«)) = 0, por igual argumento que en caso anterior.

Calculemos ahora v({3)),
v((B)) = (Bp)o ® (8o = (B5)o © (B + (Ba)y © (B2 = (Ba)y © (Ba)o-

Veamos el primero de los casos. Si describimos [ como sigue
Bs T

: p B3
o B2 B

q

tenemos que (3) = (B41)y ® (B352)q — (B302) @ (Bafr)g + (B183)y @ (B2Ba)g —
(BaB1)o ® (B153) -

Como a ~ 3 es Blﬁgl ~ 0, luego es 1 ~ (. Entonces 3302 ~ (3381 ~ (133, de
igual forma (483, ~ (2054

Finalmente (8) = (201)y @ (B183)¢ — (B183) @ (B284) + (B135)q @ (B2B4)¢ —
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(B2B4)g @ (B1P3)y = 0.

El segundo y el tercer caso son analogos, veamos a continuacion el segundo caso.

B3

p
B2 B1

q

5;"

(B) = (B3) @ (B2BuBr) g — (B28451) @ (B3) g+ (Ba) o @ (B18382) g — (B13352) @ {B1) -

Primero recordar que (3506401 ~ (13204. Por otro lado como a ~ 3 se cumple

que 313204 ~ B4 6 1284 ~ 152
Si 318284 ~ B4 €s

<6> = <ﬁ3>0 ® <ﬂ4>0 - (54>0 ® <ﬁ3>0 - <64>0 ® <ﬁ3>0 - <ﬂ3>0 ® <54>0 =0.
Si (15284 ~ (102 tenemos que (1 030s ~ P31 (es decir B4 ~ 0y B3 ~ 0) entonces
(B) = (Bs)o @ (B1B2)g — (B1B2)o @ (B3) — (Ba)o ® (B2B1) — (B182)g ® (Bs) = 0.

iii) Veamos que (o) = (() en los puntos p, ¢, r y r, s, t.

ail - : e . Bs

Por un lado tenemos que

<Of>p = (asaga10n) @ (azay) — (azay) @ (asasar ) ,
(a), = (as10203) @ (auas) — (auas) @ (asarazas)

<a>r = (1) ® (eazagasag) — (aaazagasag) @ (aq) .
Ademas tenemos que

(B), = (Bs152) @ (B3B435) — (B38405) @ (B6152) »
(B), = (B1528304) @ (B58s) — (B586) @ (B1520304) »
(B), = (Bafs8651) @ (B233) — (B233) @ (Bafs8651) -
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Como «a ~ [ tenemos que a3a4a5a6 536455 Por otro lado tenemos que
oy ~ Bs3182. Entonces es (o), = (0),.

Q5] X2 @ /\/B ﬁ B
417514
agog % NS B2 B3

Luego es ( i De igual forma (a), = (8)..

LEMA 2.1. Para todo par de curvas o, 3 en Z7T tenemos que

(@) (B)g] = [(@), (B)] = D elg; o, B) {agBy),

qEa#

DEMOSTRACION. Probemos la primera igualdad. Si o y 3 son curvas no contractibles

entonces cs (a) = (a)y v {3) = (8. Lucgo [(a)y.(B)) = [{a),{B))- Si a 0 § son

contractibles tenemos que [(«),, (3),] = 0.
Por otro lado supongamos que « es contractible a un punto entonces a#3 = (). Luego es

[{a), (B)] = 0, entonces [(a)q, (B),] = [{e) , (B)].

El segundo igual fue demostrado en el teorema 1.2.

()

TEOREMA 2.2. El mapa v : Z7 — Z7 Q@ Z7 definido anteriormente es un cocorchete

de Lie, ademds (27, ][, |,v) es una bidlebra de Lie.
DEMOSTRACION. i) Condicidon de antisimetria: sov = —v.
sov((a) = 3 (ap) @ (ay) = (o) @ (e})
PEH
1 2 2 1
== Z <ap> ® <ap> - <ap> ® <ap>
pEHa

= —v({(a)).
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ii) Condicidn de co-Jacobi: (id + € + €*)(id @ v)v = 0.

(Gd@v)or)() = 3 (ap)@v((ap)) = () @ v ({a3)))

PEH

=2 > ()@ (ag) @ (o
pE#a ge#al

B Z Z p> ® ® <a
pE#a gc#al,

Sean p € #a y q € #04]13 0q € #04227, es claro que {p,q} € F#a, entonces podemos
descomponer la curva « en tres curvas cerradas (3, v y 6, donde 3 comienza y termina en
p, 7 comienza y termina en ¢ y 0 es la que pasa por p y q.

S ¥

Entonces si g € 0411, se cumple que p € a;. De igual forma si g € ozg tenemos que p € ozg.
Supongamos que ¢ € a2 entonces si calculamos (id ® vy)vp({a)) e (id ® v,)vg({av)), donde
vp({a)) es el sumando correspondiente al punto p de v({a)), obtenemos

(id @ vg)vp((a)) = (B)o ® (7)o © (0)g = (8o @ (o @ (7)o

(id @ vp)vy({@)) = (7)o © (B)g ® (0)g = (7)o ® (8)g @ (B)g -
Luego, cuando aplicamos (id + ¢ + £2)[(id @ v,)v,({a)) + (id ® v,)v,({a))] = 0.
i1i) Compatibilidad: Sean o'y 3 en posicién genérica. Notemos: a = (o) y b = (f3).
La condiciion de compatibilidad dice que v([a,b]) = a-v(b) —b-v(a), donde a- (B ®7) =
[a, 8] @7 + B [a,7].
Primero veamos que podemos escribir v([a,b]) = 0 — so 0.

v(la,b]) = Z e(ps o, B)v (o))

PEaHS
= Z Z pa «Q ﬂ [ O‘pﬁp)é% ® <<O‘pﬁp)c21>0 - <(O‘pﬁp)2>g ® <(0‘P5p);>0] :
pEQH# P qEH#HapPp

Sidefinimos o := 3" 45> csa,5, P, ) <(apﬁp)é>0®<(apﬁp)g>o, tenemos que v([a, b]) =
o—Ssoo.

Ahora veamos como podemos reescribir a o.

Como q € #a,3,, tenemos que g pertenece a uno y solo uno de los siguientes conjuntos
da, #5 0 a#i — {p}.

Siq € #a, dado que p € a#3 tenemos que p € a;#ﬁ opE ozg#ﬁ, de igual forma si
q € # tenemos que p € a#eé opeE a#ﬁg. Entonces podemos descomponer a ¢ como

0 =01+ 09+ 03+ 04 + 05.
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Donde

g1 = Z S(p;@>ﬁ) <(apﬁp);>0 ® <(Oépﬁp)2>0

{qe#alpcal#5}
= Y oA, @ (ed),  [poraueq € #a.p € sl

{qe#alpeal#6}

09 = Z e(p;a, B) <(04p5p);>0 ® <(O‘Pﬁp)§>o

{qe#alpcal#3}

= Z e(p;a, ) <Oz;>0 ® <(O¢Z)pﬂp>0 [porque q € #a,p € ai#ﬁ].
{ac#alpeal#s}

g3 = Z 5(}9 y & 6) <<Oépﬁp);>0 ® <(Oép6p)§>0
{qe#Blpca#si}

e(p;a, B) (w(B)n), @ (87), [porque q € #0,p € a#f,].

\
{ae#Blpca#sl}

04 = Z 5(]7 O ﬁ) <(Oépﬁp)é>0 @ <(apﬁp)2>0

{qe#Blpca#p2}
= > 20,8 (8)), ® (B, [porque q € #3,p € a# ).

{qc#Blpca#p2}

o5 = Z e(p;a, B) <(Ofpﬁp)c11>o ® <(O‘Pﬁp>g>0

{p.qca#B,p#q}

= Y elpsaBelgaB) ((B)h), @ (Ba)s),
{p,q€a# B, p#q}

Donde (af)h es la curva que recorre o desde g hasta p luego recorre 3 hasta llegar
nuevamente a p.
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Observar que ()b = (Ba)i. Entonces s o 05 = 05.
Calculemos ahora a - v(b) y b - v(a)

a-v(b)

+

@ {Z (Bg)o ® (Bg)o =

qE#B

()6 (),

- [0 (8] @ (B2 + (B @ |, (82),]

qEH#L

(3 [t (4 8 [0

qEH#L

Yoo el B) (B

{qe#Blpca#s}}

n)o ® (B3)q

Z e(p;a,B) <ﬂ;>o ® <O‘p(5§>p>0

{qc#0BIpca#B2}

— s( Z e(p;a, B) <04p(5q1)p>0 ® <ﬁ§>o

+

{qe#Blpca#pl}

> elpia.B)(8)),

{qc#Blpca#p2}

=03+ 04— 8(03 + 04).

® <O‘p(5§)p>o)

De igual forma se prueba que —b- v(a) = 01 + 09 — s(o1 + 039).

Entonces tenemos que

v([a,b]) =a-v(b) —b-v(a).

TEOREMA 2.3. (Zm,[, |,v) es una bidlebra de Lie involutiva.

DEMOSTRACION. Aplicando el teorema 2.2 concluimos que (Zx, [, |,

bra de Lie, falta probar que es involutiva, es decir [, Jov = 0.
Sea o un lazo y consideremos su clase () en Z, entonces

v({e) =

Luego ([, Jov)({e)) =

Ademas [<oz11)>0 , <ozp>0] =

pEFHa

2 (3o @ (ap)y = (ap)y @ (a5), -

e { (o8- {e8)] —[(ehy ]}

Por lo tanto tenemos que

([ Te

=23 ) ¢

pEH#Ha gEalFal

116041#042 g(q, Qp, A <apqapq>

q’ Oép, p &anPQ>

)

v) es una bidlge-
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ov)((a)) = 0.
I CANCICH

Entonces tenemos

Si no existe p € #a entonces es por definicién v(a) = 0. Luego es ([, ]
Seap € #a, notamos por (o), al sumando de v({a)) dado por ( p> ®(
)-

y notamos por (), al sumando (g; « a?) (ap 0 ) de ([, Jov)({o)
que
(LTen(a) =23 >
pEH#Ha gEt#a2

Primero si no existe ¢ € a,#a2 entonces es por definicién [, |({a),) = 0.
Sea q € a;#ag. Como p y ¢ son puntos de autointerseccion de o podemos descomponerla
en cuatro curvas aq, as, a3 v ay. Veamos como construirlas.

(2)

(€))

Sean ozzl, y ozf, las curvas que se obtienen al aplicar el cocorchete en p a o.. Definimos la curva
a1 como la que comienza en p y recorre a 04113 hasta llegar a ¢ (respetando la orientacién
de @) y a3 como la curva que recorre all) desde ¢ hasta p. De forma andloga definimos g
como la curva que recorre ozg desde p hasta ¢ y a4 la que recorre ozg desde ¢ hasta p. Es
claro que o = ayasazay. Calculemos ahora ([, |, 0v,)((a) v ([, |, o vg)({@)).

Por definicion tenemos que

vp({a) = (a2) ® (azau) — (azas) @ (arag) ,
[, ]q(’/p)(@)) = 259(q; g, azay) (azon )
= 259(q; a2, ay) (aao o) .

Por definicién del cocorchete en p tenemos que 1 = sg(p; of, ob) = sg(p; aq, az).
Calculemos ahora [, |,(v,)({(@)).

(1) Si sg(q; a2, aq) = 1 entonces
ve({@) = (aas) ® (ason) — (uar) @ (azas)

[, Ip(g) ({@)) = 2s9(p; as, o) {(azaaiyvg)
= —2 (azaioy) [porque sg(p; a1, az) = 1].



26 2. BIALGEBRA DE LIE DE CURVAS SOBRE UNA SUPERFICIE

(2) Si sg(q; a2, ) = —1 entonces
V() = (uan) ® (apaz) — (awas) @ (auar),
[ Jo(ve) (@) = 2s9(p; o1, as) (s az)
=2 (i auazan) [porque sg(p; a1, a3) = 1]-

Luego tenemos que [, ],(v,)({(a)) = —[, ],(vy)({«)). Por lo tanto es ([, | ov)({«)) = 0.



CAPIiTULO 3
Espacio de las palabras ciclicas

Este capitulo se divide en tres secciones. En la primera seccion definiremos el espacio
de las palabras ciclicas V y en las dos siguientes secciones definiremos los mapas cocorchete
de Lie 6 : V — V@V y corchete de Lie [, ] : V®V — V. Estas estructuras fueron definidas
en [1].

1. Palabras ciclicas y pares ligados

DEFINICION 1.1. Para cada entero no negativo, un n-alfabeto o simplemene alfabeto
es un conjunto de simbolos A, = {ay,...,a,}.

Consideremos F' el grupo libre generado por el conjunto A,, como se define en el
apéndice A.

DEFINICION 1.2. En F definimos una relacién de equivalencia dada por: si V, W € F
decimos que V' y W son conjugadas y notamos V' ~ W si existe U € F tal que W = UVU.
Definimos el espacio de las palabras ciclicas F como F := F/ ~.

NOTACION: Si W es un representante (también llamado representante lineal) de W €
F, notamos su clase como ¢(W) =W.

DEFINICION 1.3. Sea W € F, decimos que W es ciclicamente reducida si cualquier
representante lineal de W es una palabra reducida (esta definicién se encuentra en el
apéndice A).

DEFINICION 1.4. Si W es una palabra ciclica, W un representante lineal de W y n es
un entero positivo, definimos W» = c¢(W"), W = ¢(W) y W™ = w".

Una palabra ciclica reducida es primitiva si no se puede escribir como W para algin
r > 2 y alguna palabra ciclica reducida 'W.

DEFINICION 1.5. El largo de una palabra lineal W o ciclica W, es el ntimero de letras
contadas con multiplicidad que en ella aparecen y se denota por [(W), respectivamente

1(W).

Sea O una palabra ciclica reducida tal que toda letra de A, UA,, aparece una sola vez.
A esta palabra se la llama simbolo de superficie.

DEFINICION 1.6. Dado un simbolo de siperficie O, a cada palabra ciclica W con I[(W) >
3 le podemos asociar un nimero o(W) € {—1,0,1}.

27
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i) Si'W es reducida y existe un mapa inyectivo de W en O que preserva la orientacion
de las letras de W en O, entonces o(W) = 1.
ii) Si'W es reducida y existe un mapa inyectivo de W en O que revierte la orientacién
de las letras de W en O, entonces o(W) = —1.
iii) En otro caso, o(W) = 0.

DEFINICION 1.7. Sea O un simbolo de superficie dado y sean P y Q) dos palabras
lineales. El par ordenado (P, Q) es un par O-ligado si P y () son palabras reducidas de
longitud por lo menos dos y se cumple una de las siguientes condiciones:

(1) P =pip2, Q = 12 y o(c(D1q1p242)) # 0.

(2) P=p1Yp2, Q =qYq con p; # q1 y pa # g2 donde Y es una palabra lineal de
longitud por lo menos uno. Si Y = x; Xy se verifica o(c(p,q,21)) = o(c(p2gaTa)).
SiY =z se verifica o(c(p,Pyx1)) = o(c(p2qe1)).

(3) P=p1Ypy, Q =q1Yq con py # Gy y p2 # G, donde Y es una palabra lineal de
longitud por lo menos uno. Si Y = x1 X, se verifica o(c(q2p,21)) = o(c(q paT2))-
SiY =z se verifica o(c(gapy 1)) = o(c(qypaT1)).

DEFINICION 1.8. Sea W una palabra ciclica reducida. Diremos que P es una ocurrencia
de una subpalabra lineal de W, si dado W una representante lineal de W, P es una
subpalabra lineal de W especificando su posicion.

EJEMPLO 1.1. Consideremos el simbolo de superficie O = c(ajasaiasasasasay) y la
palabra ciclica W = ¢(asasaiaia3a2a1a,).
Un representante lineal de W es W = asasaiaiasaoaia;. La palabara P = aja; es una
subpalabra de W, pero hay dos ocurrencias diferentes de dicha palabra. La ocurrencia P
que esta formada por la tercera y la cuarta letra de W y la ocurrencia P que esta formada
por la septima y la octaba letra de .

Si W es una palabra ciclica reducida, denotamos por LIP; (W) al conjunto de los pares
ligados (P, Q) donde Py @ son ocurrencias de subpalabras lineales de un representante
lineal de 'W.

2. Cocorchete de Lie

Sea V el espacio vectorial generado por F. Donde F = F/ ~, siendo F el grupo libre
generado por A,, y O un simbolo de superficie dado.

DEFINICION 2.1. A cada par ligado (P, Q) € LP;(W) le asociamos dos palabras cicli-
cas, 01(P, Q) = c(Wh) y 62(P, Q) = c(Wa).

i) Si (P, Q) cumple (1) o (2) de la definicién de par ligado, hacemos dos cortes en
la palabra W, uno antes de py y otro antes de go, entonces definimos Wy y Wy
como sigue

(1) Wi = psBqi, Wz = g2Ap:
(2) Wi =paBqY, Wy = guAp1Y
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A
q2,
Y~

q1 \\_/\/

ii) Si (P,Q) cumple (3) de la definicién de par ligado, definimos Wy y Wy como
Wi =p2Bqi y W2 = q24p:.

q2 A
\( - NP1
// A
_— Y ow
Y !
\ / Y
¢11>/\ - A

- p2

LEMA 2.1. Sea W una palabra ciclica reducida. Para cada (P,Q) € LP{(W), las
palabras lineales W1 y Wy de la definicion 2.1 son disjuntas en ' W. Mds aun Wy y Wy son
no vactas y en el caso i) W = c¢(W1W3) o en el caso ii) W = ¢(Y WY Ws).

DEMOSTRACION. En el caso (1): W1 Wy = pyBqig2 Apy.
Entonces ¢(W1Ws) = c(paBq1gaAp1) = c(p1p2BqigaA) = W.
En el caso (2): WiWy = poBq1Y ¢2Ap1Y . Entonces c¢(W1Ws) = c(paB1Y e Ap YY) =
c(mYpaBa1Y g A) = C(AP1YPQBQ1Y_C]2) =W.
En el caso (3) hay que ver que Y e Y no se superponen. Supongamos que existen un par
de palabras lineales Y e Y5 tales que Y = Y Y5 y que Y comienza en Ys.
Por definicién Y = Y, Y. Entonces Y, = Y. Luego Y5 es reducible y esto contradice que
W es reducida. Entonces Y e Y no se superponen.
Veamos ahora que W; y W5 son no vacias.
Si una de las palabras es vacfa, por ejemplo W;, como Y es no vacia W = ¢(YYW5) no
es reducida y esto contradice la hipdtesis. Luego Wy y W5 son no vacias.

(4

PROPOSICION 2.2. Sea W una palabra ciclica reducida y sea (P,Q) € LP1(W). En-
tonces 61(P, Q) y 02(P, Q) son palabras ciclicas reducidas. Ademds 6, (P, Q) y 62(P, Q) son
no vactas.

DEMOSTRACION. Aplicando el Lema 2.1 tenemos que las palabras lineales W, y W,
son no vacias, entonces para probar que ¢(W;) y ¢(Ws) son no vacias basta probar que
son palabras reducidas.

(1) Si (P, Q) satisface (1) tenemos que o(c(p; §1p2q2)) # 0, entonces existe un ma-
pa inyectivo de ¢(p,;q;p2q2) en O que preserva la orientaciéon de las letras de
c(P1q,p2q2) en O. En particular no se repiten las letras. Luego p; # ¢2 y G 7 p2-
Entonces ¢(W1) y ¢(Ws) son reducidas.

(71) Si (P, Q) satisface (2) tenemos que 91 (P, Q) y d2(P, Q) son no reducidas si y sélo
Si po = T v g2 = T respectivamente. Como W es reducida esto no pasa, entonces
01(P, Q) y 62(P, Q) son reducidas.
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(13i) Si (P, Q) satisface (3) tenemos que d;(P, Q) es no reducida si y sélo si ps = ¢1 y
d2(P, Q) es no reducida si y sélo si gz = p;.
Como (P, Q) satisface la condicién tres de par ligado se cumple que py # G, y
p1 # Qo entonces 01(P, Q) y d2(P, Q) son reducidas.

¢

DEFINICION 2.2. Sea (P, Q) € LP;(W). Definimos el signo de (P, Q) como:

(i) Si (P, Q) verifica la condicién (1) de par ligado, entonces sg(P, Q) = o(c(p;q,P292))-
(73) Si (P, Q) verifica la condicién (2) de par ligado, entonces sg(P, Q) = o(c(p1q,x1)).
1) Si (P, Q) verifica la condicion (3) de par ligado, entonces sg( P, Q) = o(c(q2p121))-

Si(P,Q fica l dicié d ligad P,Q 1

LEMA 2.3. a) Para todo par ligado (P,Q), sg(P,Q) € {—1,1}.
b) Si (P, Q) es un par ligado entonces (Q), P) es un par ligado y sg(Q, P) = —sg(P, Q).

DEMOSTRACION. a) (1) Si (P, Q) satisface (1) tenemos que o(c(p;q;p292)) # 0,
entonces sg(P, Q) € {—1,1}.

(2) Si (P, Q) satisface (2) tenemos que o(c(p,q,21)) = o(c(p2g2T2)), con p; #
¢1 # T1 # P;. Son palabras de tres letras diferentes, entonces existe un
mapa inyectivo que preserva o revierte la orientacién de ellas en O. Luego
sg(P, Q) € {=1,1}.

(3) Si (P,Q) satisface (3) tenemos que o(c(q2py21)) = o(c(qypaT2)) con p; #
G, # T1 # Dy. Son palabras de tres letras diferentes, entonces igual que en el
caso anterior existe un mapa inyectivo que preserva o revierte la orientacion
de ellas en O. Luego sg(P, Q) € {—1,1}.

b) (1) Si(P,Q) satisface (1) tenemos que P = p1ps y Q = ¢1¢2 donde y o(c(p1G,p2q2))
# 0. Luego o(c(q,1P1¢2p2)) = o(c(q2p2q1P1)) = —o(c(p1q1p292)) # 0. Enton-
ces 0(c(q,P1q2p2)) # 0. Por lo tanto (@, P) es un par ligado y sg(Q, P) =
_Sg(P> Q)

(2) Si (P,Q) satisface (2) tenemos que P = p1Ypy y Q = ¢1Y¢2 donde po-
demos escribir Y = z1Xxy v o(c(pyqyz1)) = o(c(p2gaTs)). Por lo tanto

o(c(q,pyx1)) = —o(c(pygyx1)) = —o(c(pageTs)) = o(c(gapaT2)). Entonces
o(c(@1p171)) = o(c(qepaT2)). Luego (Q, P) es un par ligado y sg(Q, P) =
_Sg(Pv Q)

(3) Si (P, Q) satisface (3) tenemos que P = p1Ypy y Q = ¢1Y ¢ donde podemos
escribir Y = 21 Xxo v 0o(c(q2py1)) = o(c(qypaT2)). Entonces o(c(p2q,T2)) =
—o(c(T2q1p2)) = —o(c(qyp2T2)) = —o(c(gapy 1)) = o(c(x1P1¢2)) = 0(c(P1g221))-
Luego (@, P) es un par ligado y sg(Q, P) = —sg(P, Q).

{é’
DEFINICION 2.3. Definimos el mapa lineal § : V — V ® V de la siguiente manera:

SW) = > s9(P,Q)51(P,Q) ® 65(P,Q).

(P,Q)ELP1 (W)
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Es claro que el conjunto LP; (W) es finito, entonces la suma anterior es finita.

3. Corchete de Lie

NOTACION: Sea W una palabra ciclica y P una subpalabra de algtin representante
lineal de W, en esta situcion notaremos P C 'W.

DEFINICION 3.1. Para cada par de palabras ciclicas reducidas V y W se define
LPy(V,'W) := {(P, Q) pares ligados : existen enteros positivos j y k tales queP € V/,Q C Wk}

PROPOSICION 3.1. Sean V y W palabras ciclicas reducidas. Consideremos (P,Q),
(R,S) € LPy(V, W) diferentes. Entonces las palabras “medias” de estos pares son ocu-
rrencias disjuntas.

DEMOSTRACION. Supongamos que P = p; Xpy, Q = 1 Xqo, R=7Yryy S = 51Y sy
pares ligados de tipo (2). El caso (3) es anédlogo.
Supongamos ademas que X e Y no son ocurrencias disjuntas. Sean V' y W representaciones
lineales de V y W respectivamente, donde V' comienza en ps y W comienza en ¢y, sean i
y 7 los menores enteros tales que V = po Bp1 X vy W = ¢2Dg; X. Consideremos X = z.X;
e Y = yY1, donde z e y son la misma ocurrencia en V' y W.
Como P y R son subpalabras de V¥, donde P = p12Xi1ps y R = r12Y1qs donde z es la
misma ocurrencia en V' tenemos que p; = r1, de igual forma tenemos que s; = ¢;.
Supongamos [(Y) < I(X), entonces podemos escribir X = YryXs y X = Y $5X5, entonces
es 1y = S9, esto contradice la definicion de par ligado, entonces es X = Y luego es
(P,Q) = (R, S). Los otros casos son andlogos.

p1 Y rg X P2 .
1y I vt
T ! ! 1

z

CJ
PROPOSICION 3.2. Sean V y W palabras ciclicas reducidas, entonces
a) LPy(V,' W) tiene a lo sumo [(V)I(W) elementos.
b) LP; (W) tiene a lo sumo [((W)(I(W) — 1) elementos.
DEMOSTRACION. a) Sean ny, no y ng la cantidad de pares ligados que satisfacen

(1), (2) y (3) en la definicién de pares ligados respectivamente. Definimos
C:= {(x129, z122) : 129 Ocurr. de una subp. de'Vy z1 2 ocurr. de una subp. de W} .

Lo primero que podemos observar es que € = [(V){(W).
Definimos C; = {(x122,2122) € C: x1 # 21, T2 # 22}
Si (P,Q) es un par ligado que verifica la condicién (1) entonces (P, Q) € C;
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porque si (P, Q) verifica (1) tenemos que P = p1pa vy Q = q1q2 con p1 # 1 ¥
P2 # q2. Luego (P, Q) € C;. Entonces ny < fC;.
Afirmacion:
i) Cada par ligado que verifica la condicién (2) determina dos elementos dife-
rentes en C\ C;.
ii) Si tenemos k pares ligados diferentes que verifican la condicién de (2), estos
determinan 2k elementos diferentes en €\ C;.

Demostracion de la Afirmacion

i) Sea (P, Q) un par ligado que verifica la condicién (2), escribamos P = p; Xps
y @ = ¢1X qo, supongamos que X = z.X7.

Consideremos (P, Q1) v (P, Q2) dados por Py = zx1, Py = p1x, Q1 = x14
y Q2 = q1x. Es claro que (P, @Q1), (P2, Q2) € €\ C; y son diferentes porque
p1 # Q-

ii) Sean (P,Q), (R,S) dos pares ligados dierentes, donde P = p; Xps, @ =
@1 Xq, R=71Yry vy S =sYsy. Veamos que determinan elementos diferen-
tes. Por definicién (P, Q) determina {(Py,@Q1), (P2, @2)} v (R, S) determina
{(Rl, Sl), (RQ, SQ)} en C \ Gl.

Si (P1,Q1) = (Ry,S1) tenemos que xx; = yy; es la misma ocurrencia en V
y W. Entonces aplicando la proposicién 3.1 es (P, Q) = (R, S).
Si (Py,Q2) = (R2,S2) tenemos que pyx = ryy es la misma ocurrencia en V
y 1 = S1y es la misma ocurrencia en 'W. Luego por la proposicién 3.1 es
(P, Q) = (R,S).
Si (P1,Q1) = (Ry,5:) tenemos que xx; = rjy es la misma ocurrencia en
V'y xxy = s1y es la misma ocurrencia en W. Entonces es ry = sy, luego
tenemos que r; = s; y esto contradice el hecho que (R, S) es un par ligado.
Entonces k pares ligados determinan 2k elementos en €\ C;.
Aplicando la afirmacién, si tenemos ny elementos que verifican la condicion
(2) de par ligado, tenemos 2ns elementos diferentes en €\ C;.
Luego 2ny < €\ €1 = §€ — §C1 = {(V)I(W) — 4C1 < I(V)I(W) — n1.
Consideremos el conjunto Co = {(z122,2122) € C: T1 # 29, Ta # 21}
Primero observar que los pares ligados (P, Q) que satisfacen la condicién (1) estan
en Cy, porque P = pips, @ = q1g2 con p1 # q1, p2 # G2y o(c(pr ip2q2)) # 0,
entonces q; # p2 ¥ g2 # p1- Luego (P, Q) € Cy. Entonces ny < #Cs.
Razonando de forma andloga al caso (2) de par ligado se puede probar que cada
par ligado que verifica la condicién (3) determina dos elementos diferentes en
C\ Cs. Luego 2n3 < [(V)I(W) — 4Cy < I(V)I(W) — n;. Entonces 2ny + 2n3 <
[((MI(W) —nq + L(V)I(W) — ny. Por lo tanto ny + ng + nz < I(V)I(W).
Finalmente tenemos fILPy(V, W) < [(V)I(W).

b) Se prueba de igual forma que el caso a) tomando

C:= {(x129, 2120) : X1T2Y 2122 NO son la misma ocurrencia en W}.
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Entonces € = [(W)(I(W) — 1). Es inmediato probar que que todo par ligado
(P, Q) que verifique la condicién (1) pertenece a C, entonces ny; < €. Razonando
de forma andloga a a) se prueba que fLIP; (W) < I[((W)(I(W) — 1).

(4

DEFINICION 3.2. A cada par ligado (P,Q) € LPy(V, W) le asociamos una palabra
ciclica v(P, Q) = ¢(V,W;) donde V; y W, son palabras lineales definidas por:

i) Si (P,Q) es una par ligado tipo (1) o (2), Vi es la representacién lineal de V
obtenida al cortarla inmediatamente antes de p, y W es la representacién lineal
de W obtenida al cortarla inmediatamente antes de ¢5.

ii) Si (P, Q) es un par ligado tipo (3), V; es la subpalabra lineal de V que comienza
después de la tultima letra de Y y termina antes de la primer letra de Y y Wi es la
subpalabra lineal de W que comienza después de la tltima letra de Y y termina
antes de la primer letra de Y.

PROPOSICION 3.3. Para cada par de palabras ciclicas reducidas V, W y para cada par
ligado (P, Q) € LPy(V,'W), v(P, Q) es una palabra ciclica reducida, en particular es una
palabra no vacia.

DEMOSTRACION. Como (P, Q) € LPy(V, W), tenemos que existen enteros j y k tales
que PCViyQcC Wk

i) Si (P, Q) verifica la condicién (1) de par ligado, tenemos que P = p1ps y Q = q1¢2
con p1 # qi, p2 # G2 y 0(c(P §1p2g2)) # 0. Luego p; # go y por lo tanto p; # qy.
Entonces, aplicando ademéas que V y W son reducidas, v(P,Q) = ¢(ViW;) =
c(p2Y p1g2Zq1) es reducida, donde Vi = poYpr y Wi = qoZ¢s.

Si (P, Q) verifica la condicién (2) de par ligado, tenemos que P = p;Ypo,
Q= qYq conpr # qi, pa # @2 y o(c(P1q171)) = 0(c(p2geT2)), donde Y = x1 Xxs.
Sean V| = ppAp1 By Wi = ¢Cqu D, como Vi = pyAp1 X y WF = ¢2Cq,Y tenemos
que Wi y Vi terminan en la misma letra. Entonces B = Bix vy D = Diz. Luego
es Y(P, Q) = c(paAp1 B1x¢2Cq1 D1x). Como V 'y W son reducidas tenemos que
Dy # Y Gy # . Luego v(P, Q) es reducida.

ii) Sea (P, Q) par ligado tipo (3), tenemos que P = p,Ypy, Q = q.Y go, con p; # Gy,

P2 # Gy v 0(c(gapy1)) = 0(c(qypaTs2)) donde Y = xy X s,
Primero observar que V; y W no pueden ser ambas vacias porque si Vi = W; = ()
entonces si V' y W son representaciones lineales de V y W que comienzan en ps
y ¢o respectivamente, tenemos que Y = V7 y Y = W* Como P = pYps y
Q = 1Y ¢, deducimos que p; = ¢2 y P, = 1. Esto contradide la definicién de par
ligado. Luego Vi y W} no pueden ser ambas vacias. Luego es (P, Q) = ¢(V1 W)
reducida y no vacia.

(4
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DEFINICION 3.3. Definimos el mapa lineal [, ] : V®V — V como
VW= Y sg(PQ1(PQ).
(P,Q)€ELP2(V,W)

EJEMPLO 3.1. Veamos en un caso particular el calculo del corchete y del cocorchete.
Sea O = c(ajasaiGoa3a4a3ay). Consideremos las palabras ciclicas reducidas V = c(ajazas),
W = c(ara3) y Z = c(agay).

Como [(V) = 3, (W) = 2 y [(Z) = 2 tenemos, aplicando la proposicién 3.2, que
#LP1(V) <6y #LP2(W,2) < 4.

Ademas es facil ver que (Plan) = (alag,agag), (PQ,QQ) = (alag,agal) y (Pg,Qg) =
(Clgal,ag,(lg) Son pares ligados de V, y que (Rl, Sl> = ((1163, CL264), (RQ, Sg) = (CL1637E4CL2),
(R3, S3) = (Gsa1, a2a4) y (R4, S4) = (Gsa1,a4sas) son pares ligados en LPo('W, Z).
Entonces tenemos que

LPy (V) = {(P1,@Q1), (P2, Q2), (P3,Q3), (Q1, P1), (Q2, P»), (Qs, Ps)},
LPy(W, 2) = {(R1,S1), (R2,S2), (Rs,S3), (R4, S4) }

i) Cdlculo del cocorchete: Recordar que:

(V)= Y. s9(PQ)5(P,Q)®6(PQ).

(P,Q)ELP1(V)

Primero calculemos el signo de los pares ligados

sg(P1, Q1) = o(c(arazazaz)) = 1,
Sg(PQ, QQ) = o(c(alaﬁgal)) = 1,
Sg(Pg, Qg) = O(C(EQCL:;CMCLQ)) =1.

Ahora calculemos 6;(P;, Q);) donde ¢ € {1,2} y j € {1,2,3},

01(P1, Q1) = c(@s), 02(P1, Q1) = c(azay),
01(P2, Q2) = c(@saz), 62(P2,Q2) = c(ay),
01(Ps,Qs) = clar@s), 02(P3,Q3) = c(a).

Finalmente tenemos que

(V) = c(@3) ® c(azar) — c(azay) & c(as) + c(a@saz) ® c(ay)
—c(ay) ® c(asas) + c(aras) @ c(az) — c(az) @ c(aras).

ii) Cdlculo del corchete: Recordar que:

W.2l= > sg(R.S)VR.S).

(R,S)ELP2(W,2)
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Primero calculemos el signo de los pares ligados
sg (Rl, Sl

o(c(aazasay)) = 1,
sg(Ra, S2) = o(c(ajaqazas)) =
sg(Rs, S3) = o(c(azazaiay)) = —
sg(Ry4, S4) = o(c(azasaiaz)) =

Ahora calculemos v(R;, S;) con i € {1,2,3,4}.

v(Ry, S1) = c(asarasas),

)
)=
)
)

’Y(RQ, SQ) = 0(63a1a254),
Y(Rs, S3) = c(arasay)as,
’7(R4, S4) = C(a153a254).

Entonces tenemos que

[W, Z-] = c(a3a164a2) + 0(630,10/264) — c(a16364a2) + c(a163a264).






CAP{TULO 4
Correspondencia entre puntos de intersecciéon y pares ligados

El objetivo principal de este capitulo es probar que existe una correspondencia uno a
uno entre los pares ligados de una palabra ciclica reducida y los puntos de autointerseccién
de representantes con autointersecciéon minimal y entre los pares ligados de un par de
palabras ciclicas y los puntos de interseccién de un par de representantes con interseccién
minimal.

En este capitulo utilizaremos el siguiente resultado

LEMA 0.4. Sea M wuna superficie orientada con borde. Hay una correspondencia uno
a uno entre dos cualesquiera de los siguientes conjuntos.

(1) Clases de conjugacion de elementos no triviales del grupo fundamental de M.

(2) Clases de homotopia libre no triviales de mapas del circulo en M.

(3) Palabras ciclicas reducidas no vacias en A, = {ay,as,...,a,} donde 1 —n es la
caracteristica de Euler de M.

Este lema permite identificar palabras ciclicas reducidas no vacias y clases de homo-
topia libres no triviales. En este capitulo utilizaremos este resultado clasico, mas expli-
citamente utilizaremos la biyeccion existente entre las palabras ciclicas y las clases de
homotopia libre de una superficie. En la primera seccién se ilustra esta correspondencia
(sin realizar demostraciones).

Una posible referencia es [9]

1. Arcos representativos

En la seccion uno del capitulo tres se definio el simbolo de superficie como una palabra
ciclica reducida O = ¢(010z...09,) tal que toda letra de A, U A,, aparece una sola vez.
Sea Py el 4n—agono, donde los lados estan ordenados del siguiente modo: elegimos uno
de los lados y este serd el primero y este lado tendra la etiqueta oy, el segundo lado no
tendra etiqueta, el tercer lado sera etiquetado con o,, el siguiente no tendra etiqueta y
asi seguimos etiquetando los lados.

EJEMPLO 1.1. Consideremos A3 y el simbolo de superficie O = ¢(a1a1a2a3a2a3).
Entonces el Py es:

37
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ai

0= c(alal a2a3a2a3)
as

a2z

Para cada i € {1,2,...,n} identificamos los lados a; con los lados @; obteniendo
una superficie con borde no vacio ), con caracteristida de Euler 1 — n. Mas aun toda
superficie con borde no vacio puede obtenerse a partir de un 4n—agono. Sea 7 : Pg — >
la preoyeccién y denotamos por E,, la proyecciéon del lado x;. Observar que E,, = E.

Un lazo en ), es un mapa del circulo en ) . De esta forma identificamos una curva
cerrada en Py con su imagen.

Elijamos un punto ¢ en el interior de Py. Para cada i € {1,2,...,n}, sea ¢; y s; un
par de puntos tales que 7(q;) = 7(s;) y tal que ¢; (respectivamente s;) estd en el interior
del lado identificado con a; (respectivamente @;)). Notamos por a; la clase de homotopia
del lazo que comienza en m(c), recorre la proyeccién del segmento de ¢ a ¢; y luego la
proyeccién del segmento s; a c¢. Luego tenemos que {aq,aq,...,a,} es el conjunto de
genetradores del grupo fundamental de ). Si W es una palabra ciclica en las letras de
A,,, un lazo « es representativo de W si «v es libremente homotdpica a la curva 5 que pasa
por ¢, tal que la clase de homotopia de 3 escrita en los generadores {ay,as, ..., a,} es una
representacion lineal de W.

EJEMPLO 1.2. Si consideramos O = c(aja2a1as), entonces 8¢ es el toro cortado que
estd cubierto por un 8—agono.

ai

a2

La palabra W = c(ajajazas) estéd representada en el toro y en el 8—agono.

DEFINICION 1.1. Una variedad de dimensién uno (posiblemente con borde) 3 (respec-
tivamente un par de lazo «, ) en una superficie ) _ tiene un bigono si existe un par u y v
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de sub-arcos de (3 (respectivamente tales que u es un subarco de a y v es un subarco de f3),
tales que los extremos de u son iguales a los extremos de v y el lazo formado recorriendo
primero u y luego v es homotépicamente nulo en ).

CONVENCION: Consideremos una palabra ciclica W = c(zox123 ... 7,_1), para cada
1 € Z z; denota la letra de W con subindice ¢ médulo m.
Sean Ag, A, As,..., As_1 una sucesién de segmentos orientados de Py tales que para
cada i € {0,1,...,s — 2} la proyeccién del punto final de A; es igual a la proyeccién
del punto inicial de A;, entonces 7(Ag)m(A;) ... 7(As—1) es un arco en ). Podemos
escribir m(A;A;yq1 ... Aiyj) en lugar de m(A;)w(Aipq) ... m(Aiy;). Es facil ver que si el punto
final de A;_; es igual al punto inicial de Ay entonces m(AgA; ... As_1) es un loop.

DEFINICION 1.2. Sea W = ¢(zox1Z2 . .. Zp_1) una palabra ciclica reducida. Decimos
que « es un segmento representativo de W si existe una secuencia de segmentos orientados

Ao,Al,AQ, Ce 7Am_1 en P@ tal que o = 7T(AOA1 .. -Am—l) y

1) para cada i € {0,1,2,...,m — 1}, A; es un arco orientado que comienza en un
punto interior del lado Z; y termina en un punto en el interior del lado ;4 ;

2) para cada i,j € {0,1,2,...,m — 1}, A; intersecta a A; a lo sumo en un punto;

3) el punto final de los arcos Ay, Ay, ..., A,—1 son todos distintos;

4) no hay intersecciones triples entre los arcos Ag, Ay, ..., Ap_1;

5) para cada i € {0,1,2,...,m — 1}, el interior de A; esta contenido en el interior
de Po.

LEMA 1.1. Sea W = c¢(xox123 ... Tp—1) una palabra ciclica reducida y sea
a = 7m(ApA;r ... A1) un segmento representativo de W. Entonces « tiene un bigono si
y solo si existen i, j € {0,1,...,m —1}, i # j y k > 0 tales que una de las siguientes
condiciones vale:

(1) n(A;) N7w(A;) # 0, m(Airr) N7(Aj1) # 0 y para cada h € {1,2,... k — 1},
7(Airn) NT(Aj1n) = 0 y los segmentos Airn y Ajrn Tecorren los mismos lados
del poligono para todo h € {0,1,2,... k};

(2) m(A) Nw(Ay) # 0, m(Aigx) NT(Aj—) # 0 y para cada h € {1,2,... k — 1},
T(Aisn) N7(Aj) = 0 y los segmentos Airp, y Aj_p recorren los mismos lados
del poligono para todo h € {0,1,2,... k}.

DEMOSTRACION. Vemos primero el reciproco. Si (1) o (2) se cumplen es claro que «
tiene un bigono. Veamos uno de los dos casos. Supongamos que se cumple (1), el otro caso
es analogo.

Podemos construir el bigono formado por los subarcos m(A;)m(Ait1) ... m(Aisr) ¥
m(Aj)m(Aj1) - 7 (Ajn). Como m(A;) Nw(Aj) # 0, w(Aspr) N (Ajin) # 0y w(Ain) N
m(Aj4n) = 0, forman un bigono. Ademds si consideramos su levantado en Py, que es
simplemente conexo, tenemos que es homotdpicamente nulo en Pg.

Veamos ahora el directo. Sean U, V' subarcos de a que forman un bigono y sean p, ¢ los
extremos de U y V. Asumamos que U se recorre de p a ¢ y V se recorre de ¢ a p. La
prueba en el otro caso es similar.
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Seani, j € {0,1,2,...,m—1},s,1 >0, talesquep € 7(A4;)N7(A4;), ¢ € m(Ajs)NT(A;1) y
sy I son minimales con esta propiedad. Sea P = x4 1%it2 ... Tits Y Q = T %541 ... Tj_1.
Dado que la unién de U y V es un loop homotdpicamente nulo y W es reducida, P = Q.
Entonces s =1y h = s y los enteros ¢, j y h verifican la condicién (2).

(]

PROPOSICION 1.2. Sea W = c(xoz1Ts . . . Tp_1) una palabra ciclica reducida primitiva.
Entonces eziste un segmento representativo o = w(AgAy ... Apm—1) de W tal que o no tiene
bigonos.

DEMOSTRACION. Consideremos U; y V; entornos tubulares delgados de los lados a; y
a; respectivamente. La proyecciéon de U; y de V; determinan dos lados de E,,, el lado a;
contiene a 7(U;) y el lado @; contiene a 7(V;).
Consideremos un loop ¢ tal que cada pequeno arco de ¢ intersecta a U;<;<,F,, transver-
salmente. A ¢ le asociamos una palabra ciclica V, que describe el camino de ¢ al cruzar
Ur<i<nFq, de la siguiente manera: elijamos un punto p en ¢ \ Ui<i<n Fq,. Sea yoy1 - . . Yr—1
una secuencia ordenada de letras de A, tal que comenzando en p el primer lado que ¢
cruza es Ly, del lado yq al lado y,. El segundo lado que cruza es £, del lado y; al lado
U1, en general, para cada i € {1,2,...,k} el i—esimo lado cruzado por ¢ es E,, , del lado
yi—1 al lado y;_;. Finalmete tomamos V, = c(yoy1 - - - Yx—1)-

Dotemos a ), con una métrica hiperbdlica, con borde hiperbdlico, tal que los arcos
Ui<i<nFa, son geodésicos (ver Apéndice B).
Sea (3 una geodésica representativa de 'W. Entonces U (Uj<i<,E,;) no tiene bigonos,
porque un bigono no puede estar formado por dos segmentos geodésicos.

Probemos que V,, es reducida y por lo tanto V,, = c(zox1 ... Tm_1).
Supongamos que V,, = c(yo¥1 ... Yk-1) es no reducida, entonces y;41 = ¥; para algin
i€{0,1,2,...,k — 1}. Por lo tanto existe un subarco B de # y un subarco S de E,,, tal
que S y B bordean un disco, esto es absurdo porque tendriamos un bigono bordeado por

geodésicas.
Veamos como constuir una homotopia 3, ¢t € [0, 1] tal que
(i) Bo= 0.

(17) Para cada t € [0, 1], 5; U (U1<i<nEy,) no tiene bigonos.

(#73) Todos los puntos de autointerseccién de 81 U (Ui<i<nFa,) son dobles.

(iv) Todos los puntos de interseccién de los pares de arcos de ;U (Ui<i<nE,,;) son
transversales.
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e Si todos los puntos de autointerseccién de U (Uj<i<, Ey,,) son dobles, el resultado es
inmediato, basta perturbar (3 localmente cuando los puntos de interseccién de pares de
arcos de f U (Ui<ij<nE,,) no son transversales.
e Si hay puntos de autointerseccién que no son dobles, los removemos de la siguiente
manera: Sea p uno de estos puntos, consideremos un disco D centrado en p tal que cada
componete conexa de D N (S U (Ui<;<nE,;)) pase por p.
Primero, supongamos que una de estas componentes conexas esta incluida en U;<;<, E,, .
En este caso definimos 5 como en la figura (a), luego achicamos el disco D, obteniendo
la figura (b). Observar que en el segundo paso, si h es el nimero de componentes conexas
de 6N D, entonces después de la homotopia hay exactamente @ puntos dobles trans-
versales en D. Podemos asumir que en cada homotopia 5\ D es fijo.
Ahora supongamos que ninguna de las componentes conexas de D N (5 U (Uj<i<nFa,))
estd incluida en Uj<;<, F,,. Deformamos 3 como lo hicimos en el segundo paso del caso
anterior. De aqui tenemos una homotopia 3;, t € [0,v] para un v < 1, tal que By = [
y el nimero de puntos de autointerseccién de [, U (Ui<i<nFa,) que no son dobles, es es-
trictamente menor que el nimero de puntos de autointerseccién de 8 U (Ui<j<,Fa,) que
no son dobles. Podemos asumir que todos los puntos de intersecciéon de pares de arcos
de By U (Ui<i<nE,,) son transversales para todo t € [0,v]. Veamos ahora que para todo
€ [0,v], By U (Ui<i<nEs,) no tiene bigonos. Si para algin u € [0,v], G, U (Ui<i<nEy;)
tiene un bigono B, podemos encontrar este bigono B en ;U (Uj<;<pEy, ). Como todos los
puntos de interseccién de los arcos son transversales, existe un bigono en ;U (Ui<;<n Eq,)
para todo ¢ € [0,v]. En particular, existe un bigono en S U (Ui<;<, Ey;) y esto es absurdo.
Entonces podemos extender la homotopia removiendo todos los puntos de autointersec-
ciéon que no son dobles.
Veamos que (31 no tiene bigonos. Por (ii), Vg, es reducida, como lo hicimos antes, podemos
probar que Vg, = ¢(xo%1 ... Tp—1).
Sea a = (3;. Existen m subarcos orientados de «, By, By, ..., B,,_1 y para cada 1 el
interior de B; no tiene interseccion con Uj<;<,E,, y B; comienza en E,,, recorre el lado
Z; y termina en E,  , en el lado ;1. Para cada i € {0,1,...,m — 1} existe un tnico
arco A; que une los lados de Py tal que 7(A;) = B;. Por lo tanto a = m(AgA; ... A1)
satisface la propiedad requerida de que los segmentos no tienen bigonos.

=

En el caso de potencias no podemos estar seguros de que exista un segmento represen-
tativo de una potencia de una palabra ciclica reducida primitiva W”, sin embargo sabemos
que existen r —1 puntos de autointerseccién ya que la curva se enrolla en si misma r veces.
A continuacién veremos como resolver este caso.

PROPOSICION 1.3. Seanr > 1 y W = ¢(yoy1 - .- Ym—1)" una palabra ciclica reducida
tal que c(Yoyi - .- Ym—1) €s primitiva. Entonces existe un segmento representativo de W,
a = w(ApAy ... A1) tal que para todo par i, 7 € {0,1,...,mr — 1} las siguientes
condiciones son equivalentes
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(1) AinA; #0 yi=j (mod m).
(2)i=joi=mr—1o0j=mr—1

Mas aun todos los bigonos de « tienen sus puntos finales en la interseccion de A,,._1 con
A1 para algin j € {1,2,...,r —1}.

DEMOSTRACION. Por la proposicién 1.2 sabemos que existe un segmento represen-
tativo v de ¢(yoy1 - .- Ym—1) que no tiene bigonos (ver figura (c)). Asumamos que v =
W(C()Cl . Cmfl).

Veamos como construir un segmento representativo de W.

Sea A C ), una banda que tiene a vy como uno de sus bordes, subdividimos esta banda
en 7 — 1 subbandas paralelas. Sean 7q,7.,...,7, los bordes de estas bandas. Podemos
recurrer el arco £, en dos direcciones posibles, elejimos recorrerlo de la siguiente manera:
después de recorrer el arco inicial v, recorremos F,, luego recorremos el arco 7y, y asi se-
guimos recorriendo cada v; y a £,,. Cada 7; es homotdpico a v, transversal a Uj<;j<pFq, ¥
tal que para cadai € {1,2,...,r}, v = m(D;0D;1...D;m—1), donde D, ; es el arco de Py
que va desde el lado 7; al lado x;;,. Mds aun, todos los puntos finalesde los lados D; ; son
diferentes para todo i € {0,1,...,r—1} ys € {0,1,...,.m—1} ysii # j, D;,ND;, =0
para todo h € {0,1,...,m — 1}.

Para cada j € {1,2,...,r — 1}, sea F; un arco de Py que une el punto inicial de D,
con el punto final de D4 ,,—1. Podemos asumir que para todos j, k € {1,2,...,r — 1} si
J # k entonces F; N Fy, = ().

Sea F,. un arco en Py que comienza en el punto inicial de D, ,,_; y termina en el punto
final de Dy ,,—1. También podemos asumir que que cada uno de los arcos F; intersecta a
a cada arco Dy a lo sumo en un punto.

o az az c((a1@2azaz)?)

c(arazagaz) _ _

a1 ai

asg as
aq al
o g
as
(c) (d)

Para cada i € {0,1,2,...,mr — 1} escribimos i = mr + s donde 0 < s < m.

Sis#m—1seaAd;j=Dp1sysis=m—1sea A; = Fpyq.

Por definicién « es un loop. Mas aun « es un segmento representativo.

Asumamos que o = mw(AgA; ... A1) tiene un bigono. Sean i, j,k los del lema 1.1,
escribimos @ = mh; + s;, 7 = mh; + s; con 0 < s5;,5; < m — 1 donde ¢,¢ + £, 7,7 + k son
congruentes a m — 1 médulo m.

Supongamos que vale el lema 1.1 (1) (si vale el lema 1.1 (2) la prueba puede completarse
con argumentos andlogos). Como A; N A; # () tenemos que s; =s; =m —10s; # s;. Si
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s; # 55, Cs,NCs, # 0y Cs 1 xNCs 1 # 0. También Cy, 1 4,NCy, 4 = Osih € {1,2,... k—1}.
Entonces 7 tiene un bigono lo cual es una contradicciéon. Asi que s; = s; = m — 1, como
Ak M Aj i #0y i+ k, j+ k son congruentes con m — 1 médulo m.

Por definicién, si Ag,_1 intersecta a Ay,,_1, entonces es s = r o t = r, esto termina la
demostracion.

(4

2. Autointerseccion de curvas y pares ligados

Comencemos estudiando en un ejemplo la relacién entre pares de subpalabras de una
palabra ciclica reducida y los puntos de autointerseccion de un segmento representativo.

EJEMPLO 2.1. Sea O = c¢(aja2G1a2a3a4a3a4) y consideremos W = c(ayasas3a;1a1a302a1)
(ver la figura (e)). Como asas y aga; son subpalabras de un representante de W todo
segmento representativo de W contiene la proyeccion de dos segmentos transversales, B
de @3 a ag y By de az a a;. La ocurrencia de asasz y aza; como subpalabras de una
palabra ciclica implica que para cualquier representante de W obtendremos un punto de
autointerseccién. Probaremos una generalizacion de esta afirmacion.

as

a2 ail

_ ai

— as

ayg a7

(e) (f)

Ahora consideremos el par de subpalabras lineales de W, aja; y aza; (ver la figura
(e)). Como ambos segmentos correspondientes a estos pares de subpalabras terminan en
a1, la ocurrencia de estas dos subpalabras no nos da suficiente informacién para deducir
la existencia de un punto de autointerseccién. Para entender mejor esta configuracién de
segmentos, prolonguemos las palabras que comienzan con aja; y asa; tal que tengan di-
ferentes letras tanto al principio como al final y estudiemos ahora la interseccién de estas
nuevas palabras. Consideremos las palabras lineales azaja; y ajajas, en la figura (f) se
puede ver el punto de interseccién de estas palabras.

A continuaciéon veremos que ciertos pares de subpalabras de W producen puntos de au-
tointerseccién de representantes.

DEFINICION 2.1. Sea o = 7(AgA; - - - A1) un segmento representativo de la palabra
ciclica reducida W = ¢(xoxy - - - Z—1). Llamamos arco de v a una subsecuencia finita de
segmentos de la secuencia infinita IL;enm(Ag)m(A1) -+ m(Apm_1). La palabra subyacente al
arco w(A; A1 -+ Aiv;) es la subpalabra de W, x;x;41 - - - T4 1.
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DEFINICION 2.2. Sean U, V un par de arcos de los segmentos representativos o
y 3 respectivamente, tal que las palabras subyacentes a U y V son x;x;y1 - Zipjp1 €
YkYk+1 " Yktj+1 respectivamente. Ademds asumimos que una y solo una de las siguientes
condiciones se cumple

(1) i # Yj, Tivjr1 7 Yktja1 ¥ Tiv1Tiva - Tigj = Yes1Uht2 *** Yhtss
(2) zi # Yi+j+1> Litj+1 FYp Y Tiy1Tiva  Tipj = Ykt jYrtj—1"" Yr41-

En estas condiciones si o # (3 (respectivamente o = ) decimos que {U,V'} es un par
semiparalelo de arcos de a y 3 (respectivamente de «).

Sean V una palabra ciclica reducida primitiva de largo m, r > 1y W = V". Llamamos
segmento representativo de W como en la proposiciéon 1.2 si 7 = 1y como en la proposicién
1.3 si 7 > 1 minimal. Cuando r > 1 y « es un segmento representativo minimal de ‘W,
denotamos por P, al conjunto de puntos de interseccion de 7(A,p—1) con m(Agm—1),
para k € {1,2,--- ,r — 1} y por I, al conjunto de puntos de autointersecciéon de o que
no pertenescan a P,. Por lo tanto el conjunto de los puntos de autointerseccion de un
segmento representativo minimal a es la union disjunta de P, con [,. Cuando r = 1, P,
es vacio por definicion e [, es el conjunto de puntos de autointerseccion de a.

LEMA 2.1. Sea W = c(zoz1 - - - Tpp—1) una palabra ciclica reducida y sea o un segmento
representativo minimal de W. Sea p un punto de autointerseccion de « tal que p € I,.
Entonces existe un tinico par semiparalelo de arcos de o, {U,V'} tal que p € UNV. Mas
aun st U = w(AjAig1--Airj) y V = m(ApAiksr -+ Apyy) entonces 0 < j < I(W) -1y
eziste un unico w € {0,1,--- , 5} tal que p € m(Airy) yp € m(Ajty) si se cumple (1) de la
definicion 2.2 y p € w(Aktj_u) st se cumple (2) de la definicion 2.2.

DEMOSTRACION. Supongamos que p € 7(A,) N7 (As). Como W es una palabra ciclica
reducida una de las siguientes afirmaciones se cumple.

(1) {Zr, Tri1 } N A{Ts, Tsia } = 0
(“) {fra xr—&-l} N {Tsv xs—f—l} 7é @ y Ty
(ZZZ) {Tra xr+1} N {fsa $s+1} 7é @ Y Tr = Ts41 O Tpp1 = Ts.

Si se cumple (i), sea {U,V} = {n(A4,),7(As)}, tomando i =7, k = sy j =0 el resultado
se cumple.

En los casos (ii) y (#ii) uno puede construir segmentos antes y después de A, y A hasta
obtener arcos que comienzan y terminan en diferentes lados. Mds precisamente, asumiendo
que (i) se cumple, por el lema 2.2 y dado que p ¢ P,, entonces existen enteros t , [ > —1,
tales que 1 <t+1<I(W)—1yt+1[es maximo con la propiedad

=Ts5 0 Tpp1 = Tst1;

LTy tTp—t41 " Tpp] = Ts—tLs—t41 " " Ls4-

En este caso sea {U,V} = {m(A,_+ 1A, Arpy), m(As_t 1As -+ Agyy) }. Claramente
se verifica la definicién 2.2, entonces tomando ¢ = r —t —1 (mod m), k = s—t —1, (mod
m)yu=t+1,j=t+1+ 1, la prueba esta completa para este caso.
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Veamos ahora el caso (iii). Sean t,[ enteros no negativos tales que t +1 > 1y t+ 1 es el
maximo entero positivo tal que

Tp—t41Tr—t42 *** TpLp1 * 0 Tpg] = fs+tfs+t*1 T ferITs T fsfl+1~

En este caso definimos U = w(A, 4 Ar 11 Aps)) vV = m(As1As_111 - - Asye). Donde
{U, V'} satisfacen la definicién 2.2 y tomando i =7 — ¢ — 1 (mod m), k = s — [ (mod m)
yu=t,7=1t+ 1+ 1 la prueba se completa.

(4

Asociamos a una palabra lineal z;x;41 - - - z;4; una secuencia de copias de Py unidos
en un cierto sentido. Consideremos PJ, P3,---, ngl, 7 — 1 copias de Py. El conjunto
S = (PLUPZU---U P/ ~, donde ~ es la relacién de equivalencia generada por
los pares {y, z} para los cuales existe h € {1,2,---j — 1} tal que y esta en el borde de
P! etiquetado con @44, 2 € P5™ y 2 esta en el borde de P5™" etiquetado con Ty, y
7(y) = m(z). Un tal conjunto S es una tira de la palabra x;x;+1 - - - x;+; (ver la figura (g)).
Observar que para cada h € {1,2,---,j} P& estd encajado en S. De esta forma podemos
pensar que P2 es un subconjunto de S. El mapa P{UPZU- - - Pé — Y tal que restringido
a cada una de las copias de Py es la proyeccién 7 induce un mapa II: S — > .

Thtjt1

(ii) f
z;

(i44)
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El siguiente lema se deduce facilmente del lema 2.1. Este nos permite obtener una
parametrizacién del par semiparalelo de arcos, tal que la intersecciéon de sus imégenes
esta en correspondencia uno a uno con los puntos de autointerseccion que estan asignados
a este par.

LEMA 2.2. Sea U = w(A;Aiy1 -+ Aigj), V = m(AkAgyr - - - Aktj) un par semiparalelo
de arcos de un segmento representatico o y sea S la banda subyacente a la palabra U.
Entonces existen dos mapas continuos, p, v : [0,1] — S tal que

(1) II(Im(p)) = U y U(Im(v)) = V. Mds aun, para cada h € {0,1,2,---,j},
[I(Im(p) N PE) = w(Ain) y si el par de arcos {U,V'} satisface la definicién 2.2
(1) (respectivamente la definicion 2.2 (2)) entonces I(Im(v) N Ph) = w(Apsn)
(respectivamente TI(Im(v) N PE) = w(Akrjn))-

(2) SiC C 1, es el subconjunto de los puntos de autointerseccion que estan asignados
a{U,V'} porellema 2.1. Entonces m(Im(u)NIm(v)) = C. Ademds, la restriccion
de IT a Im(p) N Im(v) es una biyeccion entre Im(p) N Im(v) y C.

TEOREMA 2.3. Sea W = c(xoxy -+ 1) una palabra ciclica, ciclicamente reducida
en las letras de A, y sea a un segmento minimal representativo de 'W. Entonces existe
una correspondencia uno a uno entre los puntos de autointerseccion de o en I, y los pares

de pares ligados de W de la forma {(P,Q), (Q, P)}.

DEMOSTRACION. Por el lema 2.1 tenemos que a diferentes puntos de I, no se les puede
asignar el mismo par de arcos. Entonces sean U = w(A;A;41 -+ - Airj), V = m(Ap A1 -+ - Akyyj)
un par semiparalelo de arcos y asumamos que {U,V'} son asigados a mas de un pun-
to. Tomemos dos de estos puntos p,q. Por el lema 2.1 podemos asumir que existen
s,t € {0,1,--- 5} tales que s < t, p € m(Aiis), ¢ € T(Ais¢) v no hay puntos asigna-
dos a {U,V} enel arco (A sr1- - Aivi—1). Sean p, vy Slos del lema 2.2y P,Q € S tal
que II(P) = p y II(Q) = ¢. El subarco de Im(u) de P a @ y el subarco de Im(v) de Q a
P forman un disco. Por lo tanto, el subarco de U de p a q y el subarco de V' de ¢ a p son
borde de un disco. Como los bigonos de « tienen puntos finales en P,, p,q ¢ I, esto es
una contradiccion.

Ahora sea p € I,,, sea {U,V'} un par de arcos asignado a p por el lema 2.1 y sean P
y @ las palabras asociadas a U y V respectivamente. Sean p,v y S como en el lema 2.2.
Por lo arriba demostrado, p es el inico punto en Im(u) N Im(v), por lo cual (P, Q) es un
par ligado.

Reciprocamente, si (P, Q) es un par ligado de ocurrencias de subpalabras de W, U y
V' son los arcos con palabras asociadas P y () respectivamente, entonces U, V' es un par
semiparalelo de arcos. Luego, aplicando el lema 2.2 y por definicién de par ligado, se tiene
que Im(u) N Im(v) contiene un punto simple p (ver figura (g)). El par de arcos asignados
a p por el lema 2.1 es {U,V'}. Esto termina la demostracién del teorema.

(4
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REMARQUEMOS: Por construccién, un segmento minimal representativo de una pala-
bra ciclica reducida primitiva W tiene una cantidad minimal de puntos de autointerseccion
en su clase de homotopia. Ademas por el teorema 2.3, el niimero minimal de puntos de au-
tointerseccion de pares representativos de W es igual a un medio del cardinal del conjunto
de pares ligados de W, LIP{(W).

3. Puntos de interseccion y pares de segmentos representativos

DEFINICION 3.1. Un par de representantes o, 3 de un par de palabras ciclicas redu-
cidas V y W tales que todos los puntos de interseccién son dobles transversales tienen
interseccion minimal si todo par de representantes de V y ‘W tales que su interseccién
consiste en una cantidad finita de puntos dobles transversales, tiene una mayor cantidad
de puntos de intrsecciéon que a con (3.

PROPOSICION 3.1. Para cada par de palabras ciclicas reducidas V, W eziste un par
de segmentos representativos o y (3 respectivamente tales que o y 3 no tienen bigonos,
los puntos finales de arcos de a no intersectan los puntos finales de arcos de 3 y no hay
puntos de interseccion triple entre o y 5. Ademds, si o y 3 no son potencias (positivas o
negativas) de alguna palabra ciclica entonces a y [ tienen interseccion minimal.
Finalmente, si’V y W son potencias (positivas o negativas) de una palabra ciclica primitiva
de largo k, a = w(ApA1... Ap) y 8 = n(BoBy...By), y si k divide i — j, para algun
ie€{0,1,...,m} yje{0,1,...,1} entonces n(A;) Nmw(B;) = 0.

DEMOSTRACION. Primero asumamos que V =V} y W = W% donde V; y W; son dos
palabras ciclicas primitivas diferentes, Vi # W; y r,s > 1.
Construyamos dos repesentaciones de V; y Wi a3 y 31, como en la proposicion 1.2 consi-
deremos dos geodésicas representativas de V; y Wy respectivamente. Observar que « U [3;
no tiene bigonos. Si existen puntos de interseccién triple de Ui<;<, Eq, U1 31, deformamos
a U B como en la proposicién 1.2 a oy U 31 donde a; y (1 son un par de curvas tales que
a1 U (31 no tiene bigonos y no tiene puntos de interseccion triple. Ahora construimos « y
(£ usando ap v By respectivamente como en la prueba de la proposicion 1.3. Observas que
si a y [ tienen un bigono entonces ay v (5 tienen un bigono.
El niimero minimal de puntos de interseccion de v y 3 es igual al nimero de puntos de
interseccion de o} y 3§ (donde la potencia p-esima de un representante corre sobre el
representante en tiempo p). Usando esto, no es dificil ver que v y [ tienen interseccién
minimal.
Ahora asumamos que V' y W son potencias (positiva o negativa) de una palabra X. Pode-
mos suponer que X es primitiva. Sea v un segmento representativo de X. Consideremos
una banda N en ), de 7, donde las componentes del borde de N son también segmentos
representativos de X. Enonces N \ 7 es unién disjunta de dos bandas, N7 y Ns. Sean o y
[ arcos representativos de V. y W tal que « C Ny y  C N, y todo arco de « intersecta
todo arco ( en a lo sumo un punto. Notar que si o y 3 tienen un bigono, entonces v tiene
un bigono.



48 4. CORRESPONDENCIA ENTRE PUNTOS DE INTERSECCION Y PARES LIGADOS
{é’

La demostracion del siguiente resultado es analoga a la demostracion del lema 2.1,
pero es necesario considerar dos casos separados, los cuales son que cada una de las dos
curvas sean potencias (positiva o negativa) de la misma palabra primitiva o no lo sean.
En el primer caso uno también necesita aplicar la proposicion 2.4 del capitulo dos.

LEMA 3.2. Sea V = c(yoyr - .- Yn-1) y W = c(xox1 ... 21m_1) palabras ciclicas reducidas
y sean «, (3 arcos representativos de 'V y W, respectivamente, como en la proposicion 3.1.
Sea p € anNf. Entonces existe un inico par semiparalelo de arcos de a y 3, {U,V'} tal que
peUNV. Mds aun, si U = m(A;Ait1... Airj) yV = 7(BgBjy1 - . . Bitj) entonces existe
un unico u € {0,1,...5} tal que p € T(Aitn) Yy p € m(Bjyy) si se cumple la definicion 2.2
(1) yp € m(Bytj—u) si se cumple la definicion 2.2 (2).

El siguiente resultado es equivalente al teorema 2.3 para pares de palabras ciclicas y
la prueba usa ideas analogas.

TEOREMA 3.3. Sean V y W dos palabras ciclicas reducidas primitivas. Sean o y [3
un par de representantes de V y W como en la proposicion 3.1. Entonces existe una
correspondencia uno a uno entre los puntos de interseccion de o con 3 y LPy(V,'W), el
congunto de los pares ligados de V y 'W.

REMARQUEMOS: Sean V y W palabras ciclicas reducidas primitivas. Los arcos repre-
sentativos minimales de V y ‘W tienen interseccién minimal y entonces el niimero minimal

de puntos de interseccion de V y 'W es igual al cardinal del conjunto de pares ligados de
Vy W, LPy(V,'W).



CAP{TULO 5
Estudio combinatorio del espacio de las palabras ciclicas

Este capitulo se divide en tres secciones. Las dos primeras estan dedicadas a probar
que el espacio de las palabras ciclicas tiene estructura de dlgebra de Lie y de codlgebra
de Lie utilizando para ello un abordaje combinatorio directo y en la ultima seccién se
construye un mapa biyectivo entre el espacio de las curvas sobre una superficie y un
espacio de palabras ciclicas, el cual respeta las estructuras algebraicas existentes en cada
espacio. Lo cual permite probar que el espacio de palabras ciclicas tiene estructura de
bidlgebra de Lie.

1. Estructura de coalgebra de Lie

LEMA 1.1. Sea W una palabra ciclica reducida. Si (P,Q) € LP1(W) se cumple que
0 (P,Q) =0d0(Q,P).

DEMOSTRACION. A cada par ligado (P,Q) € LP;(W) se le asocian dos palabras
ciclicas 61 (W) = ¢(W1) y 02(P, Q) = c(Ws).

o Si (P, Q) cumple (1), tenemos que Wi = paBqy y Wa = g2 Apy. Entonces 61 (P, Q) =
c(p2Bq1). Aplicando el Lema 2.3 tenemos que (@, P) € LIP; (W), luego d2(Q, P) =
c(V3) donde V3 = pyBq. Entonces es 62(Q, P) = c(p2Bq1) = 01(P, Q).

o Si (P,Q) cumple (2) tenemos que Wi = poBq1Y y Wy = g2 Ap,Y. Entonces
01(P,Q) = c(p2Bq1Y). Aplicando el Lema 2.3 tenemos que (@, P) € LP;(W),
luego 02(Q, P) = ¢(V,) donde Vo = poBq Y. Entonces 83(Q, P) = c(p2Bq1Y) =
51 (Pa Q)

o Si (P, Q) cumple (3), tenemos que Wy = paBq y Wa = g2 Apy. Entonces 61 (P, Q) =
c(p2Bq1). Aplicando el Lema 2.3 tenemos que (@, P) € LIP; (W), luego d2(Q, P) =
c(V) donde Vo = py Bgy. Entonces 62(Q, P) = ¢(paBq1) = 61(P, Q).

]
COROLARIO 1.2. Si (P,Q) € LP(W) se cumple que 62(P, Q) = §1(Q, P).

DEMOSTRACION. Como (P, Q) € LP;(W), aplicando el Lema 2.3, (Q, P) € LP(W).
Entonces aplicando el Lema 1.1 tenemos que 6, (Q, P) = d2(P, Q).

(4
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PROPOSICION 1.3. Sea W una palabra ciclica reducida, entonces:

S(W) = > 59(P,Q){61(P,Q) ® 65(P, Q) — 82(P, Q) ® 6,(P,Q)}
{(P,Q),(Q,P)}CLP1(W)
S(W) = > 59(Q, P){6:1(Q, P) ® 6:(Q, P) — 5:(Q, P) ® 61(Q, P)}
{(Q,P),(P,Q)}CLLP1 (W)
DEMOSTRACION.
SW) = > s9(P,Q)5i(P.Q) ®65(P,Q)
(P,Q)€ELP (W)

= > sg(P,Q)01(P, Q) ® 0:(P, Q) + s9(Q, P)é1(Q, P) © 6:(Q, P)

{(P,Q),(Q,P)}CLP1(W)

= > sg(P,Q){6:1(P,Q) ® 55(P,Q) — 61(Q, P) ® 6,(Q, P)}
{(P,Q),(Q,P)}CLP1(W)

porque [sg(Q, P) = —sg(P,Q)]

= > s9(P, Q){01(P,Q) ® 65(P,Q) — 62(P, Q) ® 61(P,Q)}
{(P,Q),(Q,P)}CLP1(W)

porque [01(P, Q) =02(Q, P)] 'y [02(P, Q) =0:(Q, P)].
La segunda igualdad se demuestra intercambiando (P, Q) por (Q,P).

(4

NOTACION: Sea (R, S) € LP(6;(P,Q)), donde i € {1,2}, entonces podemos dividir a
0;(P,Q) en (R, S). Notamos 0;(R,S) = 0,;(R, S)s,(pq), para j € {1,2}.

LEMA 1.4. Sea W una palabra ciclica reducida y (P,Q), (R,S) € LPy(W).
Si(R,S) € LP1(01(P,Q)) y (P,Q) € LP1(62(R, S)), tenemos las siguientes igualdades:

61(R,S) =611 (R, S),
82(P, Q) = 622(P, Q),
512(P7 Q) = 521(R S)-

DEMOSTRACION. Si (P, Q) verifica la condicién (2) de par ligado, es P = p1Y po,
Q = q1Yqy donde p; # qi, p» # go. Por definicién 6,(P,Q) = c¢(W1) y 02(P,Q) =
c¢(Ws) donde Wy = po Bq1Y vy Wy = g2 Ap1Y. Aplicando el lema 2.1 es W = (W, Ws) =
c(p2Bq1Y g2 Ap1Y').

i) Si (R, S) verifica la condicién (2) de par ligado, es R = r1Zry, S = s1Zs2. Como
(R, S) € LP1(01(P,Q)) podemos escribir ¢(W7) = ¢(paBir1ZreCs1Zs3BoqrY).
Observar que ¢(W7p) no puede ser c(paB1$1Zs2Cr1Z1r9B2q1Y) porque si lo fue-
ra tenemos que W = ¢(psB15125,CT1Z1r9Boq1Y g2 Ap1Y') entonces do(R,S) =
c(s2CrZ), luego (P, Q) ¢ LPi(d2(R,S)). Entonces tenemos que 6;(R,S) =



1. ESTRUCTURA DE COALGEBRA DE LIE 51

0(7“2051Z)7 52(Ra S) = C(SZBQQIYQQAZHYPQBlTlZ)a 51(P7 Q) = C(P2Bl7"127”2051232B2Q1Y)

y 02(P, Q) = c(qAp1Y). Luego es d12(P, Q) = c(paB111Zs9Boq1Y), d22(P, Q) =
c(q2Ap1Y), 011(R, S) = c(roCs1Z) y 621(R, S) = c(52Boq1Y poa B171Z).
Finalmente tenemos que
51(R7 S) = 511(R7 S)? 62(P’ Q) = 522(P7 Q) y 512<P7 Q) = 621(R7 S) L
ii) Si (R,S) verifica la condicién (3) de par ligado, es R = r1Zry, S = s1Z5s.
Como (R, S) € LP,(5,(P,Q)) podemos escribir W, = pyByr1 ZryCs1Z55Baq1Y .
Entonces W = c(pyB171 213081 Z 523 BoqiY (2 Ap1Y). Luego §1(R,S) = c(ryCsy),
52(37 S) = 0(5232(]1YQ2AP1YP2317“1) 51(13, Q) = C(P231T12T205128232Q1Y) y
(52(P, Q) = C(QQA]?lY) Entonces (512(P, Q) = c(prlrlsngqlY), 522(P, Q) =
C(QQAp1Y>, 511(R, S) = C(TgCSl) y (521(R, S) = C(SQBQ(hYpQBlTl).
Finalmente se cumple que

(51(R, S) = (511(R7 S), (52(P, Q) = (522(P, Q) y 512(P, Q) = 621(R, S)

Si (P, Q) verifica la condicién (3) de par ligado, es P = p1Yps, Q = ¢Y g, donde
P1 # Qs P2 # Q1. Por definicién 61 (P, Q) = c(W1) y 02(P, Q) = ¢(W2) donde Wy = pyBg,
y Wy = g Apy. Aplicando el Lema 2.1 es W = ¢(YW1 Y W3) = c(Ypa Bq1Y g2 Apy).

i) Si (R, S) verifica la condicién (2) de par ligado, es R = r1Zrq, S = s1Z53. Como
(R, S) € LP1(61(P,Q)) podemos escribir Wy = pyByr1 Z1r9C's1Z s Bag. Entonces
W = c(YpaBir1 Zr3Cs1Z 85 Boq1Y qo Apy). Por lo tanto 6,(R, S) = c(roC'sy),
02(R,S) = c(s2BoqiY @Ap1 Y poBir1), 61(P, Q) = c(poBir1Zr2Cs1Z5:3B2q1) 'y
d2(P, Q) = ¢(g2Apy). Entonces tenemos que d15(P, Q) = ¢(paB17r152Baq1), da2( P, Q)
= C((hApl), 511(R, S) = c(rzCsl) y 521(R, S) = C(Sngqlprl’l"l).

Luego se verifica que
51(37 S) = 511(R, S)? 52(3 Q) = 522(P, Q) y 512(P> Q) = 521(3, 5)- .

ii) Si (R, S) verifica la condicién (3) de par ligado, es R = r1Zry, S = $1Z55. Como
(R,S) € LP1(6:(P,Q)) podemos escribir Wy = poB171 212081 Z 55 B5q;. Entonces
W = c(YpyB171 215051 Z 59 Boq1Y g2 Apy ). Por lo tanto 6,(R, S) = c(r2C'sy),
52(R, S) = C(SzBQQ1YQ2AP1szB1T1), 51(P, Q) = C(P2Bl7’1ZT’2CS1ZS2BQQ1) y
62(P, Q) = c(q2Ap1).

Finalmente tenemos que

61(R, S) = 511(R, S), 52(P, Q) = 622(P, Q) y 512<P, Q) = 521(R, S)
¢

COROLARIO 1.5. Sean (P,Q) y (R, S) en € LPy(W) tales que (R, S) € LP1(52(P,Q))
y (P,Q) € LP1(6:(R,S)). Entonces se cumple que:

do(R,S) = (R, S),
51(P7 Q) - 511<P7 Q)a
o21(P, Q) = d12(R, S).
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DEMOSTRACION. Se deduce del lema 1.4 intercambiando en su enunciado (P, Q) por
(R,5).

]
COROLARIO 1.6. Sean W una palabra ciclica reducida y (P, Q) € LP(W).
1) Si (Ra S) < L]Pl((Sl(P? Q)) Y (P7Q) < ]LPI((SI(R7 S))7 se Cumple que:
52(R,S) = 021(R, S),
52(P7 Q) = 521<P7 Q)a
o (P, Q) = 0 (R, S).
2) Si (R7 S) € LP1(52<P7 Q)) Y (P7Q) S LPI((;Q(R? S))7 se cumple que’
51(R,S) = 012(R, S),
51(P7 Q) = 512<P7 Q)7
022(P, Q) = 622(R, 5).
DEMOSTRACION. 1) Si consideramos el par (S, R), tenemos que (S, R) € LP(6(P, Q))

y (P,Q) € LP1(02(S, R)). Entonces aplicando el corolario 1.5 tenemos que

02(S, R) = 622(5, R), 61(P, Q) = 61:(P, Q) y 621(P, Q) = 612(5, R).

Aplicando el corolario 1.2 tenemos que do2(P, Q) = 921 (P, Q), 61(S, R) = §2(R, S),
011(S, R) = 021(R, ), 012(P, Q) = 611(P, Q) y 021(S, R) = 6 (R, S).

Finalmente tenemos que

62(P, Q) = 621(P,Q), 02(R, S) = 621(R, S) y 6u(P, Q) = 61 (R, S).

2) Si consideramos el par (Q, P) tenemos que (R,S) € LP1(61(Q,P)) v (Q,P) €
LP,(62(R,S)). Entonces aplicando el lema 1.4 tenemos que 6;(R, S) = 611(R, 5),
32(Q, P) = 092(Q, P) y 612(Q, P) = d21(R, S). Aplicando el Corolario 1.2 tenemos
que 01(R, S) = 612(R, 5), 01(P, Q) = 612(P, Q) y d22(P, Q) = 022(R, 5).

TEOREMA 1.7. (V,4) es una codlgebra de Lie.

DEMOSTRACION.

0:V-VeV
SW) = > sg(P,Q)51(P,Q) ® 65(P,Q).

(P,Q)ELP1 (W)
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1) Coantisimetria: s o d = —0,
sodW)=s| > sg(P,Q)5(P,Q)®&(PQ)
(P,Q)ELP1(W)

= Y s9(P.Q)6(PQ)®6(P,Q)

(P,Q)ELP1 (W)

= Z —s9(Q, P)o2(P,Q) @ 61(P,Q)  [por el lema 2.3]

(Q,P)ELP1 (W)

= Z 59(Q, P)01(Q, P) ® 52(Q, P)  [por el lema 1.1]

(Q,P)ELP1 (W)

= —§(W).
2) Condicién de co-Jacobi: (id + & +&2) o (id® ) o § = 0,
(W) = > s9(P,Q) {01(P, Q) ® 62(P, Q) — 65(P, Q) ® 61(P,Q)} .
{(P.Q),(Q,P)}CLP1 (W)
(id @ §)(35(W)) = >, > s9(P,Q)sg(R, )61 (P,Q)®
{(P,Q),(Q,P)}CLP1(W) {(R,S),(R,S)}CLP1 (62(P,Q))
012(R, S) ® 0xa(R, S) — > > s9(P, Q)

{(P,@Q),(Q,P)}CLP1 (W) {(R,S5),(R,S5)} CLP1 (61 (P,Q))
SQ(R7 S)5Q(Pa Q) ® 511(R7 S) X 521(Ra S)

Sea (P, Q) € LP{(W).
1) Sea {(R,S),(S,R)} C LP1(62(P,Q)).
i) Si{(P,Q),(Q,P)} C LPy(6,(R,S)), tenemos que
(id ® O(r,s)) (0pg)(W)) = 59(P,Q)sg(R, S)d1(P, Q) ® d12(R, S) ® d(R, S),
(id © 6(0.0)) (B (W) = —9(P. @)3(R, S)5x(R. ) © 611(P. Q) © s (P, Q)
= —s9(P,Q)sg(R, 5)022(R, 5) ® 01(P, Q) ® 012(R, 5).

Entonces

(id + e+ & )(ld®5(fc5>)( (W) + (id + € + %) (id ® d(p.g)) (d(r.5)(W)) = 0.

i) Si {(P,Q),(Q,P)} C LP(52(R,S)) tenemos que {(Q, P),(P,Q)} C
]LIP’l (R, S)) vy {(R,S),(S,R)} C LP(6:(Q, P)), entonces
(

(
(id ® d(r,5)) (0(@,p)(W)) = —59(Q, P)sg(R, 5)02(Q, P) ® 011 (R, S) ® 01 (R, 5))}
(Zd ® 5(Q7P))(6(RS (W)) Sg(Q7 P)SQ(R’ 3)51(R7 S) ® 512(Q’ P) ® 622(627 P)
= 59(Q, P)sg(R,S)011(R,S) ® 091 (R, S) ® 52(Q, P).

Entonces
(id + €+ 62)(id & (S(R,S))(S(Q’p) (W) + (id+ ¢ + 52)(id & (5(Q7p))(5(375) (W) =0.
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2) Sea {(R,S),(S,R)} C LP(6,(P,Q)).
i) Si{(P,Q),(Q,P)} C LPi(62(R,S)) tenemos que
(id & b1.9) (.0 (W) = —59(P. Q)s9(R, S)62(P.Q) & b11(F, S) © baa (R, S)
(id ® 0(p.g)) (O(r,5)(W)) = 59(P,Q)sg(R, S)d1(R,S) ® 012(P, Q) ® dn(P, Q)
=s9(P,Q)sg(R,S)011(R,S) ® 021 (R, S) ® §2(P, Q).
Entonces
(id + & + ) (id ® d(r,5)) (0(p.o)(W)) + (id + £ + £2) (id @ d(p.g)) (d(r,5)(W)) = 0.
ii) Si {(P,Q),(P,Q)} € LP1(61(R,5)), tenemos que {(P,Q),(P,Q)} C
LP (o ( R)) vy {(S,R),(R,S)} C LP(61(P,Q)), entonces
(id ® O(s,r)) (O(p,) (W) = —s9(P, Q)sg(S, R)é2(P, Q) ® 611(S, R) @ 621(S, R))}
(id ® 0(p,g))(0(s.m) (W) = sg(P, Q)sg(S, R)1(S, R) ® d12(P, Q) ® 022(P, Q)
= s9(P,Q)sg(S, R)611(5, R) @ 21(S5, R) ® 62(P, Q).

Entonces

(id + & + €°)(id ® d(s,r))(p,0) (W) + (id + € + ) (id ® d(p.g))d(s,r) (W) = 0.

2. Estructura de algebra de Lie

En toda esta seccion (P,Q) y (R,S) son pares ligados tipo (2) donde P = p;Xpa,
Q=qaXq@p, R=rYryS=sYs.

LEMA 2.1. Sea (P,Q) € LPy(V,W). Entonces v(P, Q) = v(Q, P).

DEMOSTRACION. Dado (P, Q) € LPy(V, W), aplicando el Lema 2.3 y la definicién de
LPQ(V, W) es (Q, P) € LPQ(W, V)
Sea (P, Q) € LPy(V,'W), entonces (P, Q) = ¢(V1W7) donde Vi y W; son palabras lineales
definidas por:

i) si (P, Q) verifica (1) o (2), Vi es la representacion lineal de V obtenida al cortarla
inmediatamente antes de py y W; es la representacion lineal de 'W obtenida al
cortarla inmediatamente antes de ¢,

ii) si (P, Q) verifica (3), Vi es la subpalabra lineal de V que comienza después de la
ultima letra de Y y termina antes de la primer letra de Y y Wj es la subpalabra
lineal de W que comienza después de la tltima letra de Y y termina antes de la
primer letra de Y.

Como (@, P) € LPy(W, V). Tenemos que v(Q, P) = ¢(W3V2), donde Vo y Wy se definen
como Vj y Wiy.
Es inmediato que (P, Q) = v(Q, P).
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LEMA 2.2. SiV = x2y. .. 2y es una palabra lineal y para algin i € {2,3,...,m} es
V=x,01%i10. .. Tnr12o ... x; entonces existe una palabra lineal W y un entero positivo r
tal que r > 2,V =W" y (W) divide a 1.

DEMOSTRACIéN. Sea V = 1T .. . Ty = L1442 - - - Ly XL1Tg .. . Ty
Dividamos el problema en dos casos.
1) Si ¢ divide a m. Entonces es m = ni. Luego es
V= 1T .. . LiLjy1 - Ljgg - - - l’(n_l)ix(n_l)i+1 e i1 L5542 -+ - Tpg1 T2 .. . Ty
Por lo tanto tenemos que
... Ty = Tjyq1---T24,

Lig1 .. -T2 = L2441 - - - T3j,

x(n—l)i—i—l g = X1 ... T

Entonces es W = x;...2; y V = W™, en particular tenemos que (W) = i.
2) Si i no divide a m, demostraremos el resultado por induccién completa en la
longitud de la palabra.
Como 7 no divide a m tenemos que m = ni + r. En particular ¢« < m.
Veamos primero el caso m = 3 e i = 2. Tenemos que

V = 117973 = 137172,

entonces es T, = I3, Ty = T1 V T3 = To. Luego es V = W3, donde W = z;.
En general tenemos que

L1eo o XpZpg1 oo e Lpgj oo e Tpgi i1 - - - T = Lit1 - - - Tjr L1 - - - Ty
Entonces tenemos que

Try(n—1)i+1 -+ Trgni = L1 ... Tj,

LTrglit1 -« Trgp(l41)i = L1 - - - Ly,

Lyryl oo - Lpyg = T1 ... T4
Ademas tenemos que:
T1... L3 =1 ... TpTpy1 -2y,
Ty.. . Tp = Tja1 .- Ligrp-

Entonces tenemos que ..., = Tpy1...2p4y = Tpy1...2;T1...2,. Entonces
Xy...%; = Tpy1...2;271...2,.. Luego aplicando la hipdtesis de inducién a x; ... x;
tenemos que existe W palabra lineal tal que z; ... z; = W*, donde I(W) divide a
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r. Entonces tenemos que z; ...z, = W* y por lo tanto V = Wt v [(W) divide
a .

(4

LEMA 2.3. Sean V, W palabras ciclicas que no son potencias de la misma palabra
ciclia y sea P una palabra lineal. Sean k y | un par de enteros positivos tales que P es
una subpalabra de V¥ y P o P es una subpalabra de W'.

Podemos asumir que (k—1)I(V) < I(P) y (I—1){(W) < I(P). Entonces l[(P) < I(V)+I(W).

DEMOSTRACION. Podemos tomar a k y [ enteros positivos minimos que verifican
que P es una subpalabra (de algiin representante) de V* y una subpalabra (de algtin
representante) de W'. Entonces P no es una subpalabra de V*=! y P no es una subpalabra
de W'=L. Luego tenemos que [(P) > (k — 1)I(V) y I(P) > (I — 1)I(W).

i) Consideremos P subpalabra de V* y de W!. Supongamos que [(P) > (V) +1(W).
Entonces podemos escribir P como P = pop1ps . . . pm—1 donde m > (V) + (W)
Como P es una subpalabra de W' tenemos que

PoP1 - - - Pi(v)—1 = PI(W)PI(W)+1 - - - PUW)+1I(V)—1-
Sea 1 el resto de dividir [(W) entre [(V). Como V y W no son potencias de

la misma palabra ciclia es 7 > 0. Entonces, como P es una subpalabra de V*
tenemos que

PiowyPi(wy+1 - - - PIOW)H(V) =1 = PrPr+1 - - - Pr4i(V)=1 = PrPr41 - - - Pi(V)—-1P0P1 - - - Pr—1-

Por el lema 2.2 tenemos que existe una palabra lineal X y un entero positivo d
tal que {(X) divide a 7y pop1 . .. pyv)—1 = X Entonces V = ¢(X)%. Como [(X)
divide a r y a [(V) divide a [(W). Luego W es también potencia de ¢(X) y esto
contradice la hipdtesis. Luego [(P) < (V) + [(W).

ii) Consideremos ahora P subpalabra de V* y P subpalabra de W'. Recordar que P
subpalabra de W' si v sélo si P es una subpalabra de W. Entonces cambiamos

W por W y aplicamos el caso i), luego I[(P) < I(V) + (W) = 1(V) + I(W).
%

OBSERVACION 2.1. Sean V y W palabras ciclicas reducidas y (P,Q) € LPy(V,'W).
Entonces:

i) Sil(V) =1(W) entonces P CV yQ CW.
i) Si (V) <l(W), Wi no es una potencia de V.

DEMOSTRACION. i) Primero observar que dado que (V) = [(W), si P C V*
entonces Q C Wk,
Supongamos que k # 1, luego es P = p;Xpy con X = BV} 'y Q = ¢ X ¢,
con X = CWf_l. Como (V1) = I(W7) son Vi = W, en particular tenemos que
P2 = @2 ¥ esto contradice que forman un par ligado, entonces k = 1.
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ii) Sean V y W palabras ciclicas tales que (V) < I[(W). Si W; = V[, entonces
tenemos que Wy = oA = V¥, donde V; = p,B. Luego es W, = szVf“_l y por
lo tanto ga = py v esto contradice que (P, Q) formen un par ligado.

(4

PROPOSICION 2.4. SeanV y W dos palabras ciclicas reducidas. Entonces LPy(V,'W) es
el conjunto de todos los pares ligados (P, Q) tales que P es la ocurrencia de una subpalabra
de V7, Q es la ocurrencia de una subpalabra de W, con [(VI71) < I(P) < 1(V9), (WF 1) <
1(Q) < I(WF) donde j y k son enteros positivos tales que j < 2 + % yk <2+ %

DEMOSTRACION. Por la definicién de LPy(V, W), si (P,Q) € LPy(V, W) es P una
ocurrencia de una subpalabra de V7, para algin j y Q es la ocurrencia de una subpalabra
de WF para algiin k. Entonces primero podemos tomar j y k, los minimos enteros que
verifiquen esta condicién, es decir [(VI71) < [(P) < I(V) y (W) < 1(Q) < I(WF).
Supongamos que (P, Q) es un par ligado tipo (2). El caso (3) es anélogo.

e Si [(V) = [(W), aplicando la observacién 2.1 tenemos que P C Vy Q C W, entonces
son j = k =1 y el resultado se verifica automaticamente.

e Supongamos que [(V) < [(W). En general tenemos, aplicando el lema 2.3 que [(Q) =
2+1(X) <2+1V)+1(W). Luego como (V) < I(W) tenemos que [(Q) < 2[(W). Por lo
tanto k < 2 < 2+ 7G0-.

De igual forma que para @, tenemos que [(P) =2+ [(X) < (V) + (W) + 1. Ademés es
[(VI71) < I(P), entonces (5 — 1)I(V) < I(P) < I(V) + (W) + 1. Luego es (j — 1)I(V) <
[(V) 4+ [(W). De donde se deduce que j < 2+ %

(]

En el ejemplo siguiente veremos que la cota es éptima, es decir existe un par ligado

(P,Q) € LPy(V, W), donde I(V) < I(W) y P C V4, Q C W2.

EJEMPLO 2.1. Sea O = c(ajasaias) y sean V = c¢(ayaras) y W = c(ararasa1a1a9a7).
Consideremos P = asaaia2a1a1a201a4102 ¥ QQ = a1010102010102010101.
Tenemos que V; = asaia; y Wy = asayajasaiaia;. Luego es
‘/14 = 11A102010102010102010109
= a1ay P,
W12 = 201041020141 010201Q10201Q71071
= a2010102Q).
Ademas es claro que o(c(aga1a1)) = o(c(axaiar)). Entonces es (P, Q) € LPy(V, W), donde
j=2.

PROPOSICION 2.5. Si (P,Q) € LPy(V, W), donde (W) > I(V) tenemos que Q € W’
con j < 2. En particular tenemos que si el minimo j es 2 y Wi = @B1q1By es la
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reperesentacion lineal de W que comienza en qy entonces Wi = qBiq1 X, donde X =
B3q2B1q1 Bs.

DEMOSTRACION. Primero observar que si [(V) = [(W), por la observacién 2.1 si
(P, Q) € LPy(V, W) tenemos que tanto P como () son subpalabras de V y de W respec-
tivamente.

Veamos ahora el caso [(V) < I[(W). Sean V; = poAp1 B'y Wi = ¢2 B1¢1 By representaciones
lineales de V y W respectivamente.

Si j = 2 tenemos que Wi = ¢2B1q1 B2q2B1q1 B2. Como Q C W? y Q ¢ W tenemos que
Q = 1 B2q2B1q1 Bogo, entonces X = BygaB1q1 Bo v en particular W2 = ¢u By X.

El hecho que 7 < 2 es un corolario inmediato de la Proposicién 2.4.

(4

PROPOSICION 2.6. Sea (P, Q) € LPy(V, W), entonces existen (P, Q1) € LPy(v(P,Q), W)
y (P2, Q2) € LPy(V,(P,Q)), donde P = prXWips, Q1 = i XWiqe, Po» = p1XVips y
Q2 = 1 XViga.

DEMOSTRACION. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que [(V) < [(W).

i) Sil(V) = (W) aplicando la observacién 2.1 son Q C Vy P C W. En este caso
tenemos que Vi = poBp1 X y Wi = ¢ Aq: X. Entonces v(P,Q) = ¢(ViW;) =
c(p2Bp1 X e Aqi X) y ViWiViWy = pa Bpi X o Aqi Xp2 Bpi X ¢ Aqi X, por lo tanto
son Py = ;i X Aq Xpa vy Qo = q1 X p2 Bp1 X o subpalabras de (VyW;)2. Ademds
es claro que Q1 = 1 X A1 X qa = ¢t XWiqy es una subpalabra de una potencia
de Wy P, = p1 XpaBp1 Xps = p1 XVips es una subpalabra de una potencia de
V. Ademids son (P, Q1) v (P, @Q2) pares ligados ya que (P, Q) es un par ligado.
Lucgo son (Py, Q1) € LP>(1(P,Q), W) ¥ (P, Q) € LEs(V, 4(P, Q).

ii) Si (V) < (W) tenemos que:

Vi W1

(Vl VVl)Z : L T T T
g2 Wi coaz S Vi a2 Wy

v :
1 Wi

Probemos que (P, Q1) € LPy(y(P,Q), W). Supongamos que j = 2, el caso j =1
es andlogo al caso (7).

Sea P = p1Xps y Q = ¢1Xqo y consideramos Vi = poAp1B 'y Wi = ¢2B1¢1 B>
representaciones lineales de V y W que comienzan en ps y ¢y respectivamente.
Aplicando el lema 2.5 tenemos que W2 = ¢ B1q1 X, donde X = ByqoB1q1 Bo.
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Por otro lado, como P € Vi, es Vi = pyAp1 X, donde X = BV/"! con i > 2
porque (W) > [(V) y j = 2, es decir que Q C W2,

p2 p2 P1 P2 b2 p2

Como I(V) < I(W) tenemos que Wy = ¢ FV{ = ¢FV!Cq,B,, donde V; =
p2CquD y Vi = po EqoF (ver figura).

Ademds tenemos que By = DV} y By = BV[FpyE.

Veamos que Py = p1 XWipy y Q1 = ¢t XWiqe es un par ligado de v(P, Q) y W.
Es claro que (P, Q1) es par ligado, porque (P, Q) es par ligado. Hay que probar
que P; es una subpalabra de alguna potencia de v(P, Q) y ()1 es una subpalbra
de alguna potencia de 'W.

Probemos primero que (); es una subpalabra de alguna potencia de 'W. Por
hipétesis sabemos que () = ¢; X g2 es una subpalabra de alguna potencia de 'W.
Ademds como [(V) < (W) es W2 = g2 B1q1 X, entonces W} = g2 Bigy X W12 B, G
luego es Q; C Wi, Entonces es ; una subpalabra de una potencia de W.
Probemos ahora que P; es una subpalabra de (VW)".

Py = p1 XWip, [def de Py].

WiVi = ¢ F Vlj Vi [descomposicién de W]
= FWV}

= @2 FpaEqaFVY [descomposicién de V;]

= @Fp EW, [decomposicién de W;].

WiVilWiVi = qaFpa EW1qa Fpe EW
= 2 FpyEqaBiqi BV py Eqa Fpa EW, [decomposicién de W]
= Q2FP2EQ2B1Q1BV1V1k71p2EQ2Fp2EW1
= @FpyEqs Bigin BViV{ p2, EW; [descomposicién de V)]
= qoFpaEqy B1g1 Bpa Apy BV py EW, [descomposicién de V;]
= @2F'p2Eqy Big1 Bpa Api Bo Wi [descomposicién de By
= qoF'paEq2 B1q1 Bpa Ap1 X [descomposicién de X].

Entonces W1iViW ViWL V] = quF poEqaB1q1 Bps Apt XWips Ap1 B. Luego es P, C
WiViW, ViW, Vi, Entonces Py es una subpalabra de (V,W;)%.

Probemos ahora que (P, Q2) € LPy(V,v(P,Q)).
Es claro que forman un par ligado, porque (P, Q) es un par ligado.
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Igual que en el caso anterior tenemos que Vi = poAp1 B, Wi = q2B11B2 y
W2 = @B1q1 X. Ademds es Vi = pyAp1 X entonces Vi = pyAp; X V2. Como
Vi = poAp1 B es VI = py Apy X Vipy Apy B. Entonces es P, C Vi1

Probemos ahora que ()5 es una subpalabra de alguna potencia de (P, Q).

Q2 = XVige [def. de Q).

Vimiviw, = ViwiVigaBq B, [Wl rep. de W]
Wi = @BaX

Vi=HqDBs [porque {(X) < I(Vy) + L(W1)].

Luego es
VimViW, = Hq BoWi1Viga Bi1gi1 By
= Hq XViq2B1q1 By [porque X = Bzwl]-
= HQ2B1q1 Bs.

Entonces Qy C (V1))
“

LEMA 2.7. Sea (P,Q) € LPy(V,W), donde P = p1 Xps y Q = ¢1Xq2. Entonces
X € (P.QP.

DEMOSTRACION. Supongamos [(V) < [(W). Si (V) = (W) el resultado es inmediato.
Supongamos ahora que (V) < [(W). Por definicién v(P, Q) = ¢(V1W;), donde podemos
escribir Vi = poAp1 B y Q1 = q2B1q1 By representaciones lineales de V y W respectiva-
mente.

Aplicando el lema 2.5 tenemos que X = BoW, y W2 = ¢ B1q1 X. Entonces para probar
que X es una subpalabra de algtin representante lineal de v(P, Q)? basta probar que W}
es una subpalabra de un representante lineal de (P, Q)?.

Y(P,Q)* = Vi, i, [definicién de v(P, Q)]
= Vi FVI Vi, [1(V) < I(W) ent. por la prop. 2.6 Wy = ¢, F'V/]
= ‘/1Q2FV1V1JW1
= VigeFp, EquFViWy - [I(V) < I(W) por la prop 2.6 esV;y = pyEqy F]
= Vi Fp, EW, W) (W = FVY).

Luego es ViW ViW, = Viqu Fp, EW,W,. Entonces W2 C (V1W1)2.
{é’

Los lemas siguentes son necesarios para la demostracion de la estructura de alge-
bra de Lie del espacio de las palabras ciclicas. Dados (P, Q) € LPy(V,W) v (R,S) €
LPy(v(P,Q),Z) ellos garantizan la existencia de pares ligados (P, Q1) v (Ry,S1) tales
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que el sumando
[V, W](p0); Z|(r,s) se cancela con alguno de los sumandos de [[W, Z],V] o [[Z,V], W].

En las figuras siguientes se representan las palabras V, W, Z en de la siguiente forma,
sean V; v Wi los representantes linales de V y W definidos anteriormente y sea V;W; un
representante lineal de v(P, Q). Entonces dichos representantes se dibujan como lineas,
la palabra (V;W;)" se representa como una escalera, donde V; es el segmento horizontal
y Wi es el segmento inclinado, dichos segmentos se unen en los puntos ¢z v po. La linea
que representa a Z (un representante lineal de Z) corta a (V3 W) en el par ligado (R, S).
También en las figuras se representan las palabras Vi y W¥ que cortan a (ViW;)" en los

pares (P, Q1) vy (P, Q2).

LEMA 2.8. Sean V)W y Z palabras ciclicas tales que [(Z) < (V) < I(W). Sean (P, Q) €
LPy(V,W) y (R, S) € LP2(y(P,Q),Z). Entonces existe un par ligado (T,U) € LPy('W, Z)
o (T,U) € LPy(V, 2).

DEMOSTRACION. Supongamos que ry € Vi, la demostracién del caso ro € W se
encuentra en el Apéndice C.
Como Y es una subpalabra de alguna potencia de Z y de alguna potencia de (P, @),
aplicando el lema 2.3 tenemos que [(Y) < [(V) + (W) + [(Z).
Primero observemos que si r; € Vi, siendo V; la misma ocurrencia que a la que r5 pertenece
tenemos que (R, S) € LPy(V,Z). Entonces en este caso tomamos T'= Ry U = S.

Consideremos ahora el caso en que m ¢ Vi, siendo V; la ocurrencia a la cuan pertenece
ry. Esto quiere decir que la palabra Y pasa por W;. Consideremos también la ocurrencia
XW; siendo W; la ocurrencia que termina inmediatamente antes de la ocurrencia V7,
donde ry € V}.

Dividamos la demostracién en dos casos.

a) Supongamos que XW; C Y
Como X, es una subpalabra de Y tenemos que Py = p1XWip, es una subpa-
labra de un representante lineal de Z' y Q1 = ¢ XWi¢o es una subpalabra de un
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representante lineal de W7. Por la proposicién 2.6 tenemos que (P, Q1) es un par
ligado. Entonces es (P, Q1) € LPy(Z, W).

En este casoes T =@,y U = P,.
b) Supongamos ahora que XW; ¢ Y.
1) Sean sg(P, Q) # sg(R,S) y r1 € X. Veamos que en es caso r; € V.

En esta situacion podemos construir la subpalabra R; = r1 X;Wigs de una po-
tencia de W; y la subpalabra S; = s1X;Wips de una potencia de V7, donde X =
Xor1X;. Es claro que forman un par ligado porque o(c(p,q,21)) # o(c(F15111)),
entonces es o(c(7151y1)) = o(c(qap2T2)).

Aplicando el lema 2.3 es (X W}) < I(Z) + {(W7). Entonces es [(X1) < [(Z) <
[(V). Luego es X; C V4. Por lo tanto es r; € V;.

Finalmente tenemos que (R, S;) € LPo(W, Z). Entonces son T'= Ry y U = 5.
2) Sean sg(P,Q) # sg(R,S) y r1 € Wi. En este caso podemos construir un par
ligado (Rl, Sl) S LPQ(W, Z,)
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Donde Ry = r1 Xoqo y S1 = 11 Xops, siendo Wy = ¢ X171 X5. Entonces son T' = R,
y U= Sl-

Veamos ahora el caso en que los signos de los pares ligados sean iguales. En
este caso no podemos encontrar un par ligado entre W y Z. Entonces lo que
haremos sera construir un par ligado entre V y Z. Aplicando la proposicion 2.6
sabemos que existe (P, Q2) € LPy(V,v(P,Q)) donde Py, = p1 XVips v Q2 =
¢1X V1qa. Ahora consideremos la ocurrencia P, donde X'V] es la ocurrencia en la
que X y Wi terminan juntos. A partir de esta considereacion, estudiemos dos
casos posibles, que r; € XV] y que r; ¢ XV].

3) Sean sg(P,Q) = sg(R,S) y r1 € XV}. En este caso podemos construir un par
ligado (R2, S2) € LPy(V, Z).

(W1v1)?

Como 7, € XV, tenemos que R = rYry = rYipeBry. Donde Y pyBry C V.
Entonces es R C V'. Luego tenemos que (R,S) € LPy(V,2). En este caso es
T=RyU=25.

4) Sean sg(P,Q) = sg(R,S) y r1 ¢ XVi. En este caso podemos construir el par
ligado (P1,Q1), donde P, = py XpaBro y Q1 = ¢1 X paBss.
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(Win)?2 2
Dado que (P,Q) € LPy(V,'W) existe, aplicando la proposicién 2.6, (P, Q2) €
LPy(V,7(P,Q)), donde P, = p1 XVipy y Q2 = 1 X Vigs.
Como r; ¢ XV se verifica que p1 XpyBry C P, entonces es P; C Vi Por otro
lado tenemos que R = r1Yry = riYipeBre = r1Fiq1 XpsBry porque 1 ¢ XV,
entonces es 1 C Z7. Finalmente tenemos que (P, Q1) € LPy(V,Z). Luego son
T'="rPyU=0.

%
LEMA 2.9. En las mismas hipotesis del lema 2.8 tenemos que:
i) si existe (T,U) € LPo(W, 2) entonces existe (T',U’) € LP(V,~(T,U)) tal que
Yooy (T U') = vpg) (S, R) y
V. W, 2@l = =2, [V, Wz )lsm)
ii) si existe (T,U) € LPy(V,2) entonces existe (1",U") € LPy(W,~(T,U)) tal que

Yooy (T U') = vpg)(S,R) ¥y
W, Z, V)@ oy = =12, [V, W]po)l(s,r)-

Dados (P, Q) € LPy(V,W) y (R, S) € LPy(v(P, @), Z), estos determinan un sumando
de [Z, [V, W]] el cual es sg(P, Q)sg(S, R)yrq)(S, R). A este sumando lo denotamos como

2, [V, W]pa)l(s.r):-

DEMOSTRACION. Primero calculemos (pg)(S, R). Como (P,Q) € LPy(V, W) se de-
fine y(P,Q) = ¢(V1W), donde Vi y Wj son representantes lineales de V. y W que co-
mienzan en pp y ¢o respectivamente. Por otro lado como (S, R) € LPy(Z,v(P,Q)) es
Yp,g) (S, R) = c(Z2(ViWh)s), siendo Z un reprecentante lineal de Z que comienza en s,
y (V1W1)a un representante lineal de (P, Q) que comienza en rs.

Si escribimos Zy = 5,Cpy B, tenemos que (ViW;)y = roAWip, B. Entonces (pg) (S, R) =
C(T’QAWHDQBZQ) = C(TQAWlprSQCpr) = C(prT’gAWlprSQC) == c(V1W1Z1). Final-
mente tenemos que yp) (S, R) = c(ViW1Z,).

Si escribimos po B = Zip, B; tenemos que Z; = pyBys;C, entonces Zy = s5CpoB;. Luego
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si calculamos ¢(Zy(ViW1)s) tenemos que c(Zaro AWipaB) = c(s2CpaBira AW, Zipy By )=
C(Z%pQBISQCprﬂ”QAwl) = C(Zi+1p2317’2AW1> = C(legBTQAW1> = C(Zl‘/lwl). Final-
mente tenemos que y(p,g) (S, R) = c(ViW1Z;).

Para demostrar este lema utilizaremos los pares ligados hallados en el lema anterior y
por lo tanto la demostraciéon se dividird en varios casos. Donde los representantes de las
palabras son las mismos que en el lema anterior.

a) Supongamos primero que XW; C Y.
i) Sisg(P,Q) # sg(R,S), por el lema 2.8 tenemos que existe (T, U) € LPy(W, Z),
donde T'= 1 X1q2 y U = p1 X1ps.

W

(P,Q) q2

(W1vy)?

En estas condiciones, aplicando la proposicién 2.6 tenemos que (P, Q2) € LPo(Z, (T, U))
donde Py = p1 XW1Zips v Q2 = 1 XW1Z1qo. Como ()5 es una subpalara de al-

guna potencia de y(T,U) y @ C @5 tenemos que ) es una subpalabra de alguna
potencia de (7T, U). Entonces es (P,Q) € LPy(V,~(T,U)). En este caso son

T'= Py U = Q. Ver la figura de arriba.

Ademas es

YT U') = c(Vi(ZiWi)1) = c(ViW1Z1) = ypo) (S, R).
Calculemos ahora [V, W, Z]7.0)] (17,07)-

V, (W, Z) )l oy = sg(T"',U")sg(U, Ty (T, U')
= 59(P,Q)s9(Q, P)yruw)(T",U’)
= —re (S R)
= —[Z, [V, W]pg)ls.p)-

i1) Estudiemos ahora el caso sg(P,Q) = sg(R, S) (este caso es estudiado porque
en estas condiciones la solucion hallada en el caso anterior no verifica

[V, W](pa), Z|(r,s) + [[W, Z]w1), Vw1 = 0).



5. ESTUDIO COMBINATORIO DEL ESPACIO DE LAS PALABRAS CICLICAS

En este caso tenemos que P, = p; Xps Brsy es una subpalabra de alguna potencia
de V, porque Vi = pAryB y por la proposicion 2.6 es p; X Vip, una subpala-
bra de alguna potencia de V y P; C p; XVips, luego es P, una subpalabra de
alguna potencia de V. Ademas @)1 = ¢1 XpBss es una subpalabra de alguna
potencia de Z porque XW; C Y entonces XW; = Cn X v Y = Dy Xpo B, lue-
g0 Q1 = (1 XpaBsy C Z. Entonces (P, Q1) € LPy(V,2), es par ligado porque
(P,Q)y (R,S) tienen el mismo signo. Aplicando la proposicién 2.6 es (Ps, QQ2) €
]L]P)Q(’}/(Pl, Ql), Z), siendo PQ = plngBZQT‘Q y 52 = quprZQSQ.

Como P C P, tenemos que (P,Q) € LPy(~v(Py,Q1), W) ya que forman un par
ligado y @ es una subpalabra de alguna potencia de W. Entonces en este caso
sonT=P,U=@Q,T"=PyU = Q. Calculemos ahora ) (1",U").

z¥

— — (VaZa)'

zy
Tenemos que Vo = ryAps B 'y Zoy = s9Cpe B, entonces es VoZy = 1y ApaBssCpo B,
entonces tenemos que P = p; Xpy con pg € Vs. Luego es (VaZs); = pa BsoCpaBro A
= Z1Vi. Entonces es v (T",U") = c((VaZa)1 Wh) = c(Z1ViWh) = c(ViW1 Z4).
Calculemos ahora (W, [Z, V]| w1
W, 12, VIwmlw.ay = sg(U", T)sg(U, T)ywmr) (U, T')

= 59(Q, P)sg(Q, P)ywm(U', T')

=P (5 R)

= —[Z,[V,W](pg)(s.r)-
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b) Ahora estudiemos el caso XW; ¢ Y.
i) Sea sg(P,Q) # sg(R,S). En estas condiciones aplicando los casos (1) o (2)
de b) en la demostracién del lema 2.8 tenemos que existe (T,U) € LPy(W, 2)
donde T' = r1Xoqs v U = s1X9ps. Entonces lo que buscamos es encontrar un
par (T",U") € LPy(V,~(T,U)). Aplicando la proposicién 2.6 sabemos que existe
(P2, Q2) € LPy(V,v(P,Q)) donde Py = py XVipy y Q2 = ¢ X Vigo. Si observamos
en la figura siguiente tenemos representada la palabra XW7.

Wiy

Wivq

Wwivi Wy

Consideremos ahora la ocurrencia XV; donde las palabras X y W; terminan jun-
tas. Ahora en esta situaciéon podemos hacer una discusion respecto a la posicién
de r; en relacion a la palabra X'V;. Ver la siguiente figura.

A continuacién veremos como construir el par ligado dependiendo de la posicién
de rq respecto a XV;.

e Siry ¢ XV; podemos escribir Y = Yiq; Xpo B.

Sea (T,U) € LPy(W,2) (el del lema 2.8) donde T' = r1Xoqs y U = $1Xops.
Aplicando la proposicién 2.6 tenemos que (Rq,Ss) € LPy(W,~(T,U)), donde
Ry = XoWiqe y So = 51 XoWips.
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Vi

wivy
Por hipotesis es Xy = Y11 X, entonces Sy = s$1Y1(1 XWips = 111 X Hps.
Luego @ C S,. Entonces es (P,Q) € LPy(V,v(Ry,51)). Luego son 7" = Py
U=Q
Como (T",U") € LPy(V,~v(T,U)) tenemos que ) (1", U") = c(Vi(W1Z1)1) =
c(ViW1Zy). Entonces es ypq)(S, R) = yau)(T", U’).
Calculemos ahora [V, W, Z] 10|10/

[V, W, 2} .oz vry = sg(T", U")sg(T, U) vy (17, U”)
= 59(P,Q)sg(R, S)yru) (T, U’)
= —r@ (S R)
= —[Z,[V,W(pg)lsr)-

e Si r; € XV; podemos escribir XV = XyrYryB, luego tenemos que R C
XVi. Como XV; es una subpalabra de una potencia de V tenemos que R es una
subpalabra de una potencia de V. Entonces es (S, R) € LPy(Z,V). Aplicando la
proposicion 2.6 tenemos que (R, S3) € LP(V,~(S, R)) donde Ry = mY Vory y
82 = 51Y‘/252.

(Wivi)?
Sea (T,U) € LPy(W, Z) (el del lema 2.8) donde T = r1 Xoq2 y U = 51 Xops.
Por hipétesis es Y = Xopo B entonces tenemos que U = s1Xopy C Sy. Como Ss

es una subpalabra de una potencia de (S, R) tenemos que U es una subpalabra
de una potencia de (S, R), luego es (T, U) € LPy(W, (S, R)).
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Por otro lado v(s.z) (T, U) = c(W1(Z2V2)1).
CL) Si pr = Z{prl tenemos que (ZQ‘/2>1 = pQBZQT’QA = ZinBlSQCpQBITQA =
ZipaBroA = Z1Vy. Entonces c¢(W1(Z3Va)1) = ¢(W1Z1V1). Luego son en este caso
sonT =R, U=8,T =rXasqg y U = s1Xyps. Ver la figura de arriba.
Calculemos ahora (W, [Z, V)] .vr)-

W, 12, VI oy = sg(T,U")sg(U, T)ys,r) (T, U")
= —sg(R, S)sg(R, S)vs,r(T",U’)
= —re (S, R)
= —[Z,[V. W]rgls.r)-

b) Si Z; = paBssC' el par ligado encontrado en el caso anterior no verifica la
condicién ypo)(S, R) = @) (1",U’). Dividamos esta situacién en dos casos
posibles.

b1) Si Xy = F'p1G se verifica que (Q, P) € LPy2(W, (S, R)).

J
wi

caso by)

Por lo visto anteriormente , en estas hipdtesis tenemos que (R, S) € LPy(V, Z).
Entonces aplicando la proposicion 2.6 tenemos que (R, S2) € LPy(V,v(R,S5)),
donde Sy = 51Y V5s5.

Como ‘/2 = T’QAPQB es SQ = 81YT2APQBSQ = SngprTQAprSQ = SlXQ‘/poBSQ =
$1Fp1GVipsBss = $1Fp1 X paBso. Luego P C Sy, entonces es (Q, P) € LPy(W, (S, R)).
En este caso son ' = R, U = S, T" = Q y U' = P. Ademas vy5r)(Q,P) =
c(W1(Z2Va)1).

Como Sy = s1FPBsy tenemos que py € Vo, entonces (Z3Vs)y = (ZoragApaB)1 =
p2BsyCpyBryA = Z1 V1. Luego es ys,r) (Q, P) = c(W1Z,V1).

Calculemos ahora [W, [Z, V| w1 v7)-

W, 12, V) aoy = sg(T", U")sg(U, T)ywm) (T, U')
= 59(Q, P)sg(S, R)ys,m(T",U")
= —1re(5 R)
= —[Z,[V. Wlrg)sn):

be) Si Xy C X podemos escribir @ = ¢1 X ¢ = 1 K1Y raAgs.
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(viwy)? 2

caso b2)

Entonces podemos considerar el par ligado (R1,S;) donde Ry = rYrsAg y
S1 = s1YreAps, que forman un par ligado porque sg(P, Q) # sg(R,S).

Como (R, S) € LPy(V,2), aplicando la proposicién 2.6 tenemos que (Rs, S3) €
LPy(V,v(R,S)) donde Sy = 1Y Vass = $1Yr9Aps Bsa, entonces Sy C Ss.

Luego S es una subpalabra de una potencia de (S, R). Entonces es (R;,51) €
LPy(W,~(S, R)).

Ademas fV(S,R)<R17 Sl) = C(Wl(ZQ‘/Q)1> = (W121V1)

En este caso tenemos que T = R, U = S, T' = Ry y U' = S;. Entonces
Nr@) (S, R) = ywn(T',U').

Calculemos ahora (W, [Z, V]| .vr)-

W, (2, V]wmnla o = sgU, T)sg(T", U)ywr) (T, U’)
= —sg(R, 8)sg(R, S)vwmn) (T, U")
= =) (R, S5)
= —[Z, [V, Wlpg)ls.n):

i1) Estudiemos ahora el caso sg(P, Q) = sg(R,S). Realizaremos la misma discu-
sion que en la demostracion del lema 2.8 con estas mismas hipotesis. Seguimos
representando las palabras XW; y XV} igual que el caso 7).

e Siry ¢ XV, aplicando el lema 2.8 tenemos que existe (7', U) € LPy(V, Z) donde
T =p1 XpaBra y U =q Xp2Bss.
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Luego aplicando la proposicién 2.6 es (Pa, Q2) € LPy(V,y(T,U)) siendo P, =
P XpeBVory y Q2 = 1 XpaBVasy y (P3>Q3) € L]P2(7(T;U ;Z) donde P3; =
P1XpaBZsora y Qs = 1 Xp2BZsss.

(ZaVa)! : S L

zk
Entonces tenemos que P C Ps, luego es P una subpalabra de una potencia de
(T, U). Entonces es (Q, P) € LPo(W,~(T,U)). En este caso tenemos que 7" = @
yU =P.
Como py € V5 tenemos que yr)(1",U") = c(W1(Z2Va)1).
a) Si Zy = s9CpeB es (Z3Va)1 = peBZyraA = Z,Vy. Entonces vy (T',U') =
C(lel‘/l)- '
b) Si paB = Z{pa By, con Z1 = pa B153C. Entonces es (Z2Va)1 = paBsyCpabire A =
Z1paBroA = Z,Vy. Luego es vy, (T, U') = c(W1Z, V1),
Caculemos ahora (W, [Z, V]w.1)] 1 .07)-

‘W, [Z,V] (U,T)](T’,U’) = Sg(Tla U’)sg(U, T)’Y(T,U) (T/, UI)
= 59(Q, P)sg(Q, P)yz,u) (T, U")
=re) (S, R)
= —[Z,[V. Wlrg)sn):

e Si r; € XVj. Es necesario dividir este caso en dos subcasos porque los pares
ligados que hallaremos seran diferentes en cada caso.

a) SiY C X, tenemos que (R, S) € LPy(W, Z) porque en estas condiciones R es
una subpalabra de alguna potencia de 'W.

(viwy)?
Aplicando la proposicién 2.6 tenemos que (Ri,S;) € LPy(W,~(R,S)) donde
Ry = rmYWyry vy S1 = s1YWase y que (Ra, S3) € LPy(y(R,S),2) donde Ry =
7“1YZ2’I“2 y SQ = 81YZ282.
Consideremos el par ligado (P, Q1) donde Py = p1 X Y1y y Q1 = ¢1.X1Y s siendo
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X, tal que X = X YryA. Como X Yry C X tenemos que P, es una supalabra
de alguna potencia de V.

En este caso tenemos que Wy = ¢go Hry A, entonces Wy = ry Ago H.

Ademis tenemos que [(q1 X1Y) = l(q1 X1) + 1(Y) < I(Y) + (W), entonces

@1 XY C YWs,. Luego es ¢1 X Y s9 C Sy.

Entonces tenemos que (P, Q1) € LPy(V, (R, S)). Luego en este caso son T' = R,
U=ST =P yU =0Q.

73
w 2

Calculemos ahora (7, (1", U’). Por definicién v oy (17, U") = c¢(Va(WaZs)s)

= C(‘/QZQWQ).

Por un lado tenemos que Vo = r9Apa By Wy = ryAgoH .

Entonces si Zs = s$9CpoB tenemos que VoZoWo = r9ApsBsoCpaBroAgeH =
TQAZl%QQD. Entonces C(‘/QZQWQ) = C(Zl‘/lwl>.

Si poB = ZipsBy, donde Z; = pyByseC, tenemos que realizando el mismo tipo
de cuentas que ¢(VoZoWs) = c(Z:V1W7).

Entonces tenemos que vr,o) (1", U’) = vpg)(S, R).

Calculemos ahora [V, (W, Z|7.0)] (17,07)-

V. W, Z]ir] vy = s9(T,U)sg
= s9(P,Q)sg
=P (S R)
= —[Z,[V. Wlrg)sn)-

.U )y (T, U")

(
(Rv S)”}’(T,U) (T/v Sl)

b) SeaY ¢ X.

(ViWy)?
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Tenemos que (R,S) € LPy(V,Z) porque dado que 1 € XVi y Y ¢ X es
XV = Xir1YroB, entonces es R una subpalabra de V. Aplicando la proposi-
ci6n 2.6 es (Ry,S1) € LPy(V,v(R,S)) donde Ry = Y Vory v S1 = s1Y Vass.
Por otro lado tenemos que YV, = YroAps B = Yip1YoroApo B = Yip1 Xpo B, en-
tonces P C Y'V;. Luego tenemos que (@, P) € LPy(W,~(S, R)). Entonces son
T=R U=S8T=QyU =P.
Como YV, = Yip1 Xpe By S1 = 51Y Vass es py € Vi, luego tenemos que (Z3V3); =
poBZyrsA = Z1Vi, por igual argumento que en casos anteriores. Entonces es
Yoy (T, U") = c(W1(Z2Va)1) = c¢(W1Z1V1). Finalmente tenemos que vy, (1", U’) =
V(P,Q)(Sa R)
Calculemos ahora [W, [Z, V] w107
[W, [Z’a V] (U,T)](T/,U’) = Sg(T/, U/)Sg(Uv T)rY(U,T) (T/7 U/)

= SQ(S, R>89(Q7 P)’Y(U,T) (T,7 U/)

=ro (5, R)

= —[Z,[V. Wlrals.n-

TEOREMA 2.10. (V,[, ]|) es un dlgebra de Lie.

DEMOSTRACION.
[,]: VRV -V
VW= Y sg(PQWPQ).

(P,Q)ELP2(V, W)

Probaremos el resultado para palabras ciclicas, luego por linealidad tendremos demostrado
el resultado para cualquier elemento de V.

1) Condicién de antisimetria: [, |[os = —[, |.
[, ]os(VeW)=[W,YV]
= Z Sg(Pv Q)’Y(Pv Q)

(P,Q)ELP2(W,V)

=— Z s9(Q, P)vy(P,Q) [por el Lema 2.3]
(Q,P)ELP3(V,W)

=— Z sg(Q, P)y(Q, P) [por el Lema 2.1]
(Q,P)ELP(V,W)

— —[V, W].
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2) Condicién de Jacobi: [, o (id® [, ]) o (id+¢e+¢€?) =0
Sean Z,V, W palabras ciclicas.
([,]o(@d®][, )o(id+e+e*)(Z2RVIW)=([,]o(d[, N ZRVIW+WRZRV
+VOW®Z)
=(, DZV,NWVN+WRI[Z,V]+V&[W,Z])
= [Z2, [V, W]l + W, [Z,V]] + [V, [W, Z]]

Hay que probar que [Z, [V, W]] + [W, [Z,V]] + [V,[W,Z]] =0
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que 1(Z) < (V) < [(W).

Z,VWI= Y sg(P.Q)IZA(PQ)

(P,Q)ELP2(V,W)
- Z Z Sg(P7 Q)SQ(R7 S)IY(R7 S)’Y(P,Q)-
(P,Q)ELP2(V,W) (R,S5)€LP2(2,7(P,Q))
Aplicando el lema 2.9 dados (P,Q) € LPy(V,'W) y (R,S) € LPy(v(P,Q),2))
existen (T,U) € LPy(V,2) y (T",U") € LPo(W, (T, U)) tales que
W, [2,V]wn)la oy = =12, [V, W]polsr
o existen (T,U) € LPy(W, 2) y (T",U’) € LPo(V,~(T,U)) tales que

V. W, Z]on] vy = =2, [V. Wpo)ls.m-
Entonces para cada par (P,Q) € LPy(V,'W) y (R, S) € LPy(y(P,Q)Z), existe

otro par de pares ligados en [W, [Z,V]] o [V, [W, Z]] opuesto. Entonces se verifica
que [Z, [V, W] + [W, [Z,V]] + [V, [W,Z]] = 0

&

Este teorema se prob6 para pares ligados de tipo (2). El resultado se cumple para
pares ligados de cualquier tipo.

3. Isomorfismo

[, ],7) es una bidlgebra de Lie involutiva y en las

En el capitulo dos probamos que (Z, [,
[, ]) es un 4gebra de Lie y (V,0) es una codlgebra

secciones anteriores probamos que (V,
de Lie.

NOTACION: Para no generar confusién cambiamos la notacién del corchete de curvas
de[,]al, |

Tenemos dos estructuras, (Zx, |, |,v) v (V,[, ],9). A continuacién veremos que son
isomorfas.

En el capitulo cuatro probamos que si M es una superficie compacta con borde con

caracteristica de Euler 1 —n podiamos asociarle un espacio V. Ademads vimos que tenemos
una correspondencia biyectiva entrte V,, y Zx, donde a una palabra W le asociamos un
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segmento representativo minimal a.

Por el teorema 2.3 tenemos que dados V y «, existe una correspondencia uno a uno
entre los puntos p € #a N I, y los pares de pares ligados {(P,Q),(Q,P)} C LP{(V) y
por el teorema 3.3 tenemos que dadas dos palabras ciclicasV, W y «, [ sus segmentos
representativos minimales, existe una correspondencia uno a uno entre los puntos p € a#0

y los pares ligados (P, Q) € LPy(V, W).
TEOREMA 3.1. La biyeccion entre V,, y Z7 respeta las estructuras existentes en ellos.
DEMOSTRACION. Notemos por 7 : V,, — Z la biyeccién dada por (V) = («) siendo

« el segmento representativo minimal de V.
Queremos probar que los siguientes diagramas conmutan.

n nen

Vo 77 V,®V, —Zr QZx
T
V,®V, —Zr  Zn Vo 7
nen n

Veamos que el primer diagrama conmuta, el otro caso es analogo.

Sea X palabra ciclica reducida primitiva. Sea oz un semento representativo de X y sea S el
conjunto de los puntos de interseccion de a. Recordar que S es la unién disjunta de I, y
P,, donde P, es el conjunto de los interseccién de A, con Ay, para k € {1,2,...,r—1}.

Primero sea:

(vom(X) =v((a) = D {(eg) @ {ag) = (a7} @ )}

qEH#Ha

Por otro lado

3(X) = > s9(P,Q) {61(P,Q) ® 62(P, Q) — 65(P, Q) ® 6:(P,Q)} .
)}

{(PvQ)’(Q7P C]LPl(x)

Si nos restringimos a P, tenemos que:

ZQEPa <CM;>®<OJ§>—<O{2> < 1> Zl 1 71' AO ~Ai)®7r(Ai+l'--Ar—l)_W(Ai—i-l---Ar—1)®
7T(AOA1 Cee Az) =0.

Entonces v({a)) = 3 c/o (af) © (2) = (a) © (o).

Por el teorema 2.3 tenemos que [, esta en correspondencia con los pares de pares ligados
{(P.Q),(Q.P)} de X.

Consideremos p € I, v {(P,Q),(Q, P)} C LP;(X) el par de pares ligados que le corres-
ponde.

Supongamos que sg(P, () = 1, entonces se verifica que <ozzl)> = n(61(P,Q)) vy <ap>

Si sg(P,Q) = —1 entonces es (a2) = n(02(P,Q)) y (o) = n(61(P,Q)).
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Entonces es:
(von)(X) = > s9(P,Q) {n (6:(P,Q)) ® n (82(P,Q)) — 1 (52(P, Q) ® n (6:(P, Q))}
{(P,Q),(Q,P)}CLP1(X)
= (n@n)(6(X))-

COROLARIO 3.2. (V,,[,],0) es una bidlgebra de Lie involutiva.

DEMOSTRACION. Por lo probado en el teorema anterior la estructuras (Zx, |, |,v) y
(Vo, [, ],0) son equivalentes. Ademds (Z7, |, |,v) es una bidlgebra de Lie involutiva por
los teoremas 2.2 y 2.3 del capitulo tres. Entonces es (V,,,[, ],d) es una bidlgebra de Lie
involutiva.

v



APENDICE A

1. Grupos libres

Sea X un conjunto arbitrario. Veamos como construir un grupo F' libre sobre el con-
junto X.

DEFINICION 1.1. Sea F un objeto en una categorfa €, X un conjunto no vacio y
t: X — F un mapa de conjuntos. Decimos que F' es libre sobre el conjunto X si para
todo objeto A de €y todo mapa de conjuntos f : X — A existe un tnico morfismo de €,
f:F — Atal que for= f (como mapas de conjuntos).

Sea C la categoria de los grupos.
Si X = g, F es el grupo trivial < e >.
Sea X # @, consideremos X ~! (también se utiliza la notacién X) un conjunto disjunto
de X tal que | X! = |X|. Escojamos una biyecciéon X — X! y notemos la imagen de
x € X por 27! (o por T con la otra notacién).
Finalmente consideremos un conjunto disjunto con X U X! que tiene exactamente un
elemento, notemos a este elemento por 1.

DEFINICION 1.2. Una palabra (o palara lineal) en X es una sucesién (ay,as, ... ) con
a; € X UX 1 U{1} tal que para algiin n € N*, a; = 1 para todo k& > n. La sucesién
constante (1,1,1,...) se llama palabra vacia y se nota or 1.
Una palabra en X se dice reducida si:

i) paratodoz € X,z y ™! no son adyacentes, es decir si a; = x entonces a;; # v~

y si a; = 7! entonces a;.; # x, para todo i € N*, z € X;
ii) ar = 1 implica que a; = 1 para todo i > k.

Toda palabra reducida no vacia es de la forma (2}, 252,..., 2}, 1,...) donde n € N*,
r; € X y \; = £1 y por convencién z!' denota a z para todo z € X.
De ahora en adelante notamos a las palabras (o palabras lineales) por 352 ... z\".

DEFINICION 1.3. Dos palabras reducidas xi\lxé\z .. .x;\nm y y‘flyg? .. .yf;‘ (i, vi € X;

Xi, 6; = £1) son iguales si y sélo si ambas son 1 o m =ny z; = y;, \; = J; para todo
1=1,...n.
DEFINICION 1.4. Definimos F':= F(X) el conjunto de las palabras reducidas de X.
7
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Podemos considerar el mapa inyectivo
X — F(X),
€T — 1'1

entonces podemos identificar a X con su imagen y considerarlo como subconjunto de
F(X).
Finamente definimos un producto en F como

(1) 1w = wl = w para todo w € F.

(i1) Siatay?. .. xdm y iy ..y’ son palabras reducidas no vacias en X con m < n.
Am—j -5 .
Sea k el mayor entero 0 < k < m tal que z"/ =y, 1" paraj=0,1,..., k-1

Entonces definimos
Am_k 8 .
- N S x?l Ry Ly sik <my
(212 o ) (Y s - Yn) = Yoty sik=m<n;
1 sik=m=n.
Si m > n el producto se define de forma analoga.
TEOREMA 1.1. §i X es un conjunto no vacio, entonces F' es un grupo y F' =< X >.

On —01
coexy

DEMOSTRACION. Como 1 es el elemento unidad y 23" . .. 2 tiene como inversa
solo tenemos que probar la asociatividad del producto.

Para cada z € X y § = £1 definimos el mapa |2°| : F' — F como

|2°|(1) = a°
5,.01 5 s 06 —61
P 5 x0xit .o xdr siox® #£ x] %
’x‘(mllx"):{x?leﬁn Sia:‘szx%‘;l?

Como |z||z7Y = 17 = |z7Y|z|, todo |2°| es una biyeccién de F con inversa |79

Sea A(F) el grupo de todas las biyecciones de F'y Fy es el subgrupo generado por
{lz| : = € X}.

Consideremos el mapa

p: F — F
1'—>1F
I = i I el

Es facil ver que ¢ es biyectivo y verifica o(wiws) = @(w)p(wsy) para todo wy, wy € F.
Como Fj es un grupo se deduce que el producto en F' es asociativo.

¥

Esto termina de probar que F' es libre sobre X. A F' se lo llama grupo libre sobre el
conjunto X.
NOTACION: Si V = 2% ... 2" es una palabra lineal de F' entonces notamos a su palabra
inversa por V = x;% ...z
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2. Grupo fundamental y topologia diferencial

DEFINICION 2.1. Sea X un espacio topolégico.Definimos el conjunto de caminos de
To a x1 en X como

Corowy = {f : I — X continua : f(0) = xzo, f(1) = 21}

DEFINICION 2.2. Definimos una relacién de equivalencia en C,, ,, de la siguiente ma-
nera: sean f, g € Cyy »,, €ntonces f ~ g si existe una homotopia de caminos entre f y g.
Es decir si existe un mapa continuo F': [ x [ — X tal que:

o ['(s,0)= f(s)y F(s,1) =g(s) paratodosé€l,
o ['(0,t) =zpy F(1,t) =x; paratodote .

Definimos el grupo fundamental de X con punto base xoy como
7T1(X, xO) = exo,xo/N'

PROPOSICION 2.1. Sea X un espacio topoldgico y xo € X. Entonces m (X, xo) es un
grupo donde el producto esta dado por

(X, o) X 71 (X, 9) — ™ (X, 20)
([f1,g]) — 1 - ¢]
donde

(fwwz{ﬂ%—msmemy

T X
£t
0o % 1 C)Qg(% —1)
2
‘ A %o

PROPOSICION 2.2. Sea X un espacio topoldgico y sea 3 € Cqy .y, entonces B induce
un isomorfismo de grupos

hﬁ . 7T1(X, ZL’()) — 7T1(X, 1‘1)
dado por
hs(Lf]) = [Bf671).

COROLARIO 2.3. 57 X es un espacio topoldgico conexo por caminos entonces
T (X, xo) = m (X, z1) para todo xg, x1 € X.

DEFINICION 2.3. En las hip6tesis del corolario 2.3 definimos el grupo fundamental de
X, como m(X) = m (X, zg) para algin zo € X y el conjunto de las clases de homotopia
libre de X como 7 (X) = m(X)/ ~, donde [f] ~ [g] si existe una curva [ tal que

lg] = [Bf571].
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A continuaciéon daremos una serie de resultados de topologia diferencial, donde no se
presentan las demostraciones de los mismos.

DEFINICION 2.4. Sean X, Y espacios topoldgicos arbitrarios.
El espacio Cs(X,Y) es el conjunto C(X,Y) := {f : X — Y : f es continua} con la
topologia fuerte, es decir:
SifeC(X,Y), seal'y C X xY el grafico del mapa f. Si W C X x Y es un conjunto
abierto que contiene a I'y definimos

N(f,W)={geCX,)Y): T,Cc W}

Estos conjuntos, para todo f y W, forman una base de la topologia fuerte. La topologia
inducida en subconjuntos de C'(X,Y") es también llamada topologia fuerte.

Cuando X es paracompacto e Y es un espacio métrico, C's(X,Y’) tiene como base de
la topologia a los conjuntos

N(f,e) = {g € C(X,Y) : d(g(x), [(2)) < 2(x), para todo z € X},
donde f € C(X,Y) y € € C(X,R") son arbitrarios.
DEFINICION 2.5. Sea X un espacio topoldgico arbitrario.

El espacio Cy (X,Y) es el conjunto C'(X,Y’) con la topologia débil, esta topologia esta
generada por los conjuntos

N(K, V) ={f e CX)Y); f(K)CV},
donde K C X es compacto y V C Y es abierto.

Cuando Y es un espacio métrico esta topologia es la misma que la topologia uniforme
sobre conjuntos compactos. Si X es compacto e Y es métrico, Cy (X, Y) tiene la métrica

d(f,g) = Sup d(f(z),g(x)).

OBSERVACION 2.1. Si X es compacto entonces estas dos topologias coinciden.

TEOREMA 2.4. Si cada componente de X es localmente compacta con base numerable
eY es un espacio métrico completo entonces Cy (X,Y') tiene una métrica completa.

TEOREMA 2.5. Sean M y N C"-variedades y 1 < s < oo. Entonces C*(M,N) es
denso en Cg(M,N) donde 0 <1r <s.

DEFINICION 2.6. Sean M, N variedades y f : M — N diferenciable.

i) f es una inmersion si dfy : T,M — Ty N es inyectivo para todo x € M.
ii) f es propia si f~1(K) C M es compacto para todo K C N compacto.
iii) f es un encaje si es una inmersién propia.

DEFINICION 2.7. Sea f : M — N C'—mapay A C N subvariedad. Si K C M, decimos
que f es transversal a A en K y notamos fhx A si para todo z € Ky f(x) =y € A se
cumple que

T,N = df, (T, M) + T,A.
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Cuando K = M de dice que f es transveral a A y notamos fhA.
Consideramos los conjuntos

My (M, N; A) = {f € C"(M,N) : fhxA},
M (M, N; A) =M, (M,N; A).

TEOREMA 2.6. Si f : M — N es transversal a A C N subvariedad, entonces f~1(A)
es una subvariedad de M y codimyf~1(A) = codimyA.

DEFINICION 2.8. Sea M una variedad y A, B subvariedades de M. Decimos que A y
B estan en posicion general si la inclusion B < M es transversal a A.

DEFINICION 2.9. Una inmersién f : M — N tiene puramente puntos dobles transver-
sales si para todo par de puntos z, y distintos de M tales que f(z) = f(y), existen U y
V entornos de x e y respectivamente tales que f|y y f|y son encajes y las subvariedades
f(U) y f(V) estan en posicién general.

NOTACION: Inm(M,N)o :={f : M — N : f inmersién solo con puntos dobles transversales}.

TEOREMA 2.7. Sean A, B C"—subvariedades de M y 1 < r < oco. Entonces todo

entorno de la inclusion ip : B — M en C4(B, M) contiene un encaje que es transversal
a A.

TEOREMA 2.8. Inm(M,N)y es un abierto denso en Inm'g(M,N) donde 1 <r < co.

TEOREMA 2.9. Sean M y N C"—wariedades y 1 < r < 0o. Si dimN > 2dimM se
cumple que Inm(M,N) es denso en C5(M, N).

TEOREMA 2.10. El conjunto Inm" (M, N) de C"—inmersiones es abierto en C5(M, N),
para todo r > 1.

DEFINICION 2.10. Un subconjunto de un espacio X es residual si contiene la intersec-
cion numerable de conjuntos abiertos densos.

TEOREMA 2.11 (TEOREMA DE TRANSVERSALIDAD). Sean M, N wvariedades,A C N
subvariedad y 1 < r < co. Entonces

(a) M (M,N;A) es residual (y por lo tanto denso) en C"(M,N) para ambas topo-
logias.

(b) Supongamos A cerrado en N. Si L C M es cerrado (respectivamente compacto),
My (M,N;A) es denso y abierto en C5(M,N) (respectivamente en Cly (M, N)).

Sea M es una variedad de dimensién 1 cerrada y S es una superficie orientada conexa.

COROLARIO 2.12. Inm(M,S)y es un subconjunto abierto y denso de Inm(M,S) y de
C>(M,S).
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3. Meétrica hiperbdlica

En este apéndice daremos una serie de resultados sobre métricas hiperbdlicas, sin
demostracion.
Un estudio més detallado sobre el tema se puede encontrar en [2].

DEFINICION 3.1. Consideremos el semiespacio de R™ dado por
H" = {(z1,...,2,) € R"z, >0}

y consideremos en él la métrica
_ 9y
gij(xla Ce ,In> =
xTL
H" con esta métrica tiene curvatura seccional constante igual a —1 y es completo. Dicho
espacio se llama espacio hiperbolico.

OBSERVACION 3.1. Sea M un espacio de cubrimiento de una variedad Riemanniana
M. Entonces M admite una estructura Riemanniana tal que la aplicacion de cubrimiento
7 : M — M es una isometria local. Esta métrica se llama métrica de cubrimiento.
Ademds se cumple que M es completa si y sélo si M es completa.

TEOREMA 3.1. Sea M wuna variedad Riemanniana completa con curvatura seccional
constante K. Entonces un cubrimiento universal M de M, con la métrica de cubrimiento,
es isométrico a:

a) H", st K = —1,
b) R", si K =0,
c) S, st K =1.

DEFINICION 3.2. Sea M un espacio topoldgico, diremos que un grupo G (de homeo-
morfismos de M) actia de modo totalmente discontinuo si todo x € M tiene un entorno
U tal que g(U)NU = 0, para todo g € G, g # e.

En este caso, la proyecciéon 7 : M — M /G (donde M/G tiene la topologia cociente) es
una aplicacion de cubrimientro regular y G es el grupo de transformaciones de cubrimiento.
La demostracién de este resultado se puede encontrar en [9].

Supongamos que M es una variedad Riemanniana y sea I' un subgrupo del grupo
de isometrias de M que actia de modo totalmente discontinuo. Se puede probar que
M/T tiene una estructura de variedad diferenciable de modo que 7 : M — M/T" es un
difeomorfismo local. También podemos darle a M/I" una métrica Riemanniana de modo
que 7 sea una isometria local. Mds especificamente, dado p € M /T, escojemos p € 7 *(p);
para todo par u,v € T,(M/T"), definimos

(u,v) = (dr " (u),dr ™" (v)>ﬁ :

Como el cubrimiento 7 es regular, I es transitivo en 7= (p) (ver [9]). Luego, dado cualquier
g € m(p), existe v € T con (p) = ¢, con esto tenemos que la definicién anterior
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no depende de la eleccién de p € 7~ 1(p). Es inmedito verificar que con esta métrica
7w : M — M/T es una isometria local; esta métrica se llama métrica en M /T inducida por
el cubrimiento w. Observar que M/I" es completa si y sélo si M es completa y que M/T
tiene curvatura constante si y solo si M tiene curvatura constante.

PROPOSICION 3.2. Sea M una variedad Riemanniana completa con curvatura seccinal
constante K (1,0, —1). Entonces M es isométrica a M /T, donde M = S™ (si K = 1), R"
(si K =0)6H" (si K =—1) donde T es un subgrupo del grupo de isometrias de M que
actia de modo totalmente discontinuo en M, y la métrica de M/F es la inducida por el
cubrimiento w: M — M /T

PROPOSICION 3.3. Toda superficie compacta, orientable de género p > 1 puede ser
munida de una métrica de curvatura constante negativa.

DEMOSTRACION. Podemos tomar en el plano hiperbdlico H? un poligono geodésico
cerrado P con 4p lados con iguales longitudes. El poligono P puede ser identificado con
una variedad topolégica bi-dimensional M?2. (Ver [9]). Sea I el subgrupo de isometrias de
H? generado por las isometrias que identifican los lados de P. Es posible mostrar que los
transformados de P por I' “ llena a H? sin agujeros ”si y sélo si la suma « de los d4ngulos
internos de los vértices de P es igual a 2. En este caso, M? = H?/T tiene una métrica de
curvatura constante igual a —1. Afirmando que es posible encontrar un poligono P que
satisface la condicién o = 2w, la demostracién esta completa.

Veamos ahora la afirmacién. Aplicando el teorema de Gauss-Bonet tenemos que

a=—A+2r(2p—1),

donde A es el area de P en uma métrica hiperbdlica. Por lo tanto, si el poligono P es
arbitrariamente pequeno, « estd arbitrariamente proximo a 27(2p — 1). Por otro lado,
podemos aumentar el area A del poligono P de tal forma que « sea arbitrariamente
pequeno. Por lo tanto deformando continuamente P, existe un poligono geodésico tal que
o = 2T.

=
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